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近 二 十 年 来 , 中 国 数学 有 了 引信 注目 的 发 展 ,国际 学 术 交 流 活 动 也 大 大 增加 . 
许多 大 学 和 研究 所 都 举办 了 不 同 层 次 的 现代 数学 系列 讲座 或 暑期 学 校 ( 例 如 自 
1998 年 开始 举办 的 北京 大 学 特别 数学 讲座 )， 聘 请 国内 外 著名 数学 家 讲授 课程 或 
研究 成 果 . 这 为 我 国 数学 工作 者 和 研究 生 提供 了 学 习 数 学 各 学 科 的 基础 知识 和 接 
触 前 沿 研究 问题 的 极 好 机 会 ， 大 大 促进 了 我 国 新 一 代 青 年 数学 家 的 成 长 
《当代 数学 讲座 从 书 》 是 在 这 些 学 术 交 流 活动 以 及 系列 讲座 的 基础 上 形成 的 ， 
其 宗 肯 是 面向 大 学 数学 及 其 应 用 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 及 青年 数学 工作 者 ， 
为 他 们 提供 高 水 平 的 专门 教材 . 本 丛书 通过 整理 优秀 系列 讲座 、 嗜 期 学 校 中 的 精 
品 课程 以 及 其 他 各 种 形式 的 讲义 , 着 重 介绍 国际 上 前 沿 数学 的 研究 领域 , 使 相关 
学 生 与 年 轻 数学 的 工作 者 能 在 较 短 的 时 间 内 对 数学 各 个 领域 的 发 展 有 较为 深刻 的 
了 解 ， 尽快 地 掌握 这 些 领域 的 基础 知识 和 重大 研究 问题 

我 国 数 学 家 的 共同 心愿 是 , 使 中 国 在 不 久 的 将 来 成 为 数学 强国 . 为 此 必须 造 
就 越 来 越 多 的 立足 国内 ,并 具有 国际 影响 的 青年 数学 家 . 我 们 相信 此 从 书 的 出 版 
将 为 实现 这 一 目标 做 出 项 献 
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现代 微分 几何 是 当代 数学 研究 中 最 活跃 的 领域 之 一 , 从 最 近 30 年 的 发 展 来 看 ， 
基本 上 分 成 两 个 学 派 . 其 中 擅长 于 用 微分 方程 来 研究 微分 流 形 的 学 派 日 益 壮 大 , 该 学 
派 在 美 籍 华裔 数学 家 丘成桐 院士 领导 下 , 成 绩 斐然 . 例如 关于 Yang-Mills 场 , Calabi- 
Yau 流 形 和 Ricci 流 的 研究 受到 整个 数学 界 和 理论 物理 学 界 的 瞩目 . 微分 几何 的 另 
一 个 重要 分 支 是 Riemann (Z=) 几何 . 近年 来 以 Gromov 为 代表 人 物 . Gromov Bf 
究 几 何 的 方法 不 侧重 于 偏 微分 方程 , 他 的 开拓 性 工作 如 Gromov-Witten 不 变量 等 至 
今 对 几何 、 拓 扑 和 理论 物理 的 研究 都 起 着 很 大 的 推动 作用 . Gromov 学 派 和 上 面 介 
绍 的 几何 分 析 学 派 具 有 相辅相成 、 紧 密 相连 的 关系 . 一 个 国家 的 微分 几何 研究 必须 
吸收 这 两 个 不 同学 派 的 长 处 , 两 者 缺 一 不 可 . 

早 在 1997 年 , 中 国 数学 会 和 丁 伟 后 院士 就 开始 对 Riemann 几何 以 及 Gromov 
学 派 的 研究 非常 关注 , 并 且 邀 请 本 书 的 第 一 作者 曹 建 国 回国 讲解 这 方面 的 研究 动向 ， 
同时 邀请 作者 写 了 一 篇 综述 文章 发 表 在 《数学 进展 》 上 , 目的 在 于 进一步 提高 国内 
学 术 界 对 Riemann 几何 研究 工作 的 兴趣 . 

中 国 国内 关于 Riemann 几何 的 研究 , 从 人 力 投 入 和 所 取得 的 成 果 来 看 , 都 还 有 
很 大 的 潜力 , 因此 有 必要 加 强 现代 Riemann 几何 的 传播 和 推广 , 尤其 是 这 方面 人 才 
的 培养 . 本 书 的 目的 是 向 这 个 目标 努力 , 希望 起 到 抛砖引玉 的 作用 . 

本 书 的 第 一 部 分 源 于 第 一 作者 在 “1998 年 全 国 研究 生 时 期 学 校 ” 的 讲义 . 当时 ， 
著名 数学 家 田 刚 院 士 邀 请 草 建 国 在 南京 大 学 举办 的 时 期 学 校 讲授 现代 Riemann 几 
何 , 作者 的 讲义 受到 了 来 自 全 国 各 地 的 研究 生 和 青年 教师 的 欢迎 . 后 来 几何 学 家 戎 
小 春 教授 和 美国 的 魏 深 遂 (Walter Wei) 教 授 也 试用 过 该 讲义 , 并 给 予 作者 很 多 鼓励 . 

本 书 的 第 二 部 分 是 作者 们 花 了 一 年 时 间 新 添加 的 , 可 供 有 兴趣 的 数学 工作 者 参 
考 . 其 中 第 六 章 介 绍 了 最 近 10 年 来 对 非 正 曲率 的 研究 成 果 . 第 七 章 关 于 非 负 曲率 
的 流 形 的 讨论 也 是 所 有 教科 书 中 很 少见 的 , 如 关于 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 的 新 
证 明 是 2003 年 的 新 结果 . 

最 后 , 第 一 作者 曹 建 国 要 感谢 他 过 去 的 老师 和 合作 者 们 , 其 中 特别 要 提 到 的 是 
美国 科学 院 院 士 Calabi 教授 和 Cheeger 教授 . 作者 受 他 们 影响 至 深 . 

另外 , 两 位 作者 要 分 别 感谢 他 们 家 人 的 协助 与 支持 . 中 国 科 学 院 的 丁 伟 岳 院士 
和 南京 大 学 的 苏 维 宜 教 授 以 及 科学 出 版 社 资 深 编 辑 吕 虹 为 本 书 的 出 版 给 予 了 热情 
帮助 与 支持 , 唐 宏 岩 博士 对 本 书 进行 了 精心 校订 , 并 在 此 深 致 谢意 . 

希望 本 书 对 各 位 读者 关于 现代 Riemann 几何 的 学 习 研 究 有 益 . 

曹 建 国 EK 
2004 年 12 月 于 北京 


U U 


第 一 部 分 “基础 知识 和 基本 定理 


O L] O Riemann O O T" 3 
Sii ND. BISDSEREDIAA dese E AM Tei Roma 3 
812 Riemann BEES Fly Bt ER eee tnnt nnns 6 
813 "HEUS BSES EA RE oderat bestie e e led 14 
S14 eee A rs ere re ern ny ee rere ar crear reese tert 18 
§1.5 ”指数 映照 , 完备 性 和 Hopf-R inow 定理 和 ee 20 
习题 一 TT————— 26 

O O O O O O L O L O TC 31 
$2.1 曲率 张 量 、 截 面 曲率 和 Ricci HIE veer eee eee 31 
§2.2 测 地 线 族 的 变 分 E TT 32 
82.3 J acobi 方程 和 Riccati 方程 ee 34 
§2.4 Gromov 引 理 和 经 典 比 较 定 理 的 新 证 明和 35 
82.5 Gromov-Bishop HERE eene nennen 40 
n er eA Msn Ut adi ob d ctis 44 

uu HuggmEHHiHHb t TP — 47 
§3.1 HALS, GEL SAN S a sate enti sh renati nat armat S andit) 47 
83.2 Ricci 曲率 和 M yers 直径 定理 eee 53 
833 ” 郑 绍 远 最 大 直径 定理 的 简单 证 明 eee meets rere etes 54 
83.4 Calabi-Y au 体积 线性 估计 TT-————————————— 55 
习题 三 T ———PwPPPPPPPPPw00———— 58 

O L O O O O O O O L O O TIT" 62 
84.1 BE, rl a erris 62 
84.2. Cheeger 的 单一 半径 估计 和 ee 66 
§4.3 重心 和 流 形 中 的 离散 图 69 
§4.4 Cheeger £5 [B 3E Elbe 73 


习题 四 TTD 75 


[vie Hx 
第 二 部 分 “现代 理论 选 讲 
OOO Riemann g 000000 ee 79 
$5. Jig EmJeseeeeÓ——MMMMMHHHeHRRReRHHRÓHKKá$MHeHyeemmmm 79 
§5.2 PAU HAR Rm 85 
§5.3 Jod gu MIAE Hopf EI een 90 
DI En FRAP EY TAD PBL) IEEE 93 
D00 000000000 we 96 
$6.1 MW, JEIEHEZEUNI SA HER nemen 96 
$6.2 ”基本 群 、Preissmann AI FE JI SE Hee 104 
$6.3 Gromoll-Wolf fll Lawson-Y au ^ ELE eem 109 
$6.4 Eberlein EIZ Y BEA BRE EE eene 111 
$65 Gromov HÆRE FEME R E Hmmm 116 
$6.6 测 地 流 的 刚性 定理 和 其 他 刚性 定理 简介 ee 119 
PEE x 3 23:1]: IEEE 121 
D000 000000000 emm MM 123 
57.1 具有 非 负 曲 率 流 形 的 例子 ae ee ee ee 123 
$7.2 ”基本 群 和 陈省身 猜测 的 反例 和 PN 128 
87.3 Cheeger-Gromoll Jie fI JT RJ mnn 129 
87.4 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 的 证 明 een 134 
PEUBNE ES P NL 143 
参考 文献 ee 145 


x * x 


(HRAS B) PLIBICB B eenia 148 


AE EE EAEE o 


1 现代 黎 曼 几何 简明 教程 2006.1 曹 建 国 王 友 德 X 
2 非 线性 波动 方程 的 现代 方法 2005.12 TEX # 


3 


哈密 顿 Ricci 流 (英文 版 ) 


Bennett Chow PengLu Lei Ni 车 ( 待 日 


HR | | Ra <R 


第 一 部 分 
基础 知识 和 基本 定理 


第 一 部 分 主要 介绍 黎 曼 几何 的 基础 知识 , 包括 相关 的 基本 概念 和 一 些 重要 的 基 
本 结果 , 如 多 种 形式 的 比较 定理 、 郑 绍 远 最 大 直径 定理 、Calabi-Yau 体积 线性 估计 
以 及 Cheeger 有 限定 理 等 . 内 容 处 理 力 求 简 洁 明 了 , 特别 地 , 比较 定理 和 郑 绍 远 最 大 
直径 定理 的 证 明 不 同 于 经 典 方法 , 非常 简单 易 懂 . 

这 部 分 可 供 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 用 作 教 材 , 也 可 供 数学 工作 者 参考 . 


第 一 章 Riemann jj 形 


81.1 流 形 、 切 空间 和 切 从 


在 我 们 的 生活 空间 中 有 直线 、 平 面 、 曲 线 和 曲面 . 光滑 曲线 就 是 人 们 所 称 的 1 
维 流 形 . 光滑 曲面 就 是 2 维 流 形 . 

在 讨论 流 形 的 精确 定义 之 前 , 我 们 再 举 些 例子 . 如 果 f: R? 一 R 是 个 光滑 函数 ， 
Vfl) #0 MBA x € f^ (6) 成 立 , 则 f£! (b) 是 一 个 1 维 流 形 . 例如 取 f(x,y) = 
ai? E y^, 此 时 集合 fo) = Guy) |a ty? — 1j 是 个 R? 中 的 单位 圆周 . 单位 圆 
周 就 是 个 1 维 流 形 ( 见 图 1). 根据 相同 的 道理 , 如 果 f: RT! 一 R 是 个 光滑 函数 ， 
V f(x) 入 0 对 所 有 的 ze f! (b) 都 成 立 , 那么 f (0) 是 及 "+ 中 的 一 个 光滑 超 曲 面 . 
这 样 的 光滑 超 曲面 广 !( = (x € RH | f(x) = bj, HRA RT 中 的 n AG 
流 形 . 例如 取 f(£1, £2,283) = £? + 22 — zs, WJ £7 1(0) = { (£1, £2, £3) | xa = £? + 22) 
是 R? 中 的 抛物 面 . 抛物 面 当 然 是 欧 氏 空间 IR? 中 的 一 个 光滑 子 流 形 . 


y 


图 1 1 维 流 形 单位 圆周 


定义 1.1 假设 M" 是 个 Hausdorff 空间 . 如 果 对 M" 中 的 任意 一 点 p, 都 存 
在 一 个 M" 中 包含 p 点 的 开 邻 域 Up 使 得 Up 同 胚 于 欧 氏 空间 及 ”中 的 一 个 开 集 , 此 
时 我 们 则 称 M" 是 个 n 维 流 形 . 

关于 流 形 , 许多 参考 书 都 有 精确 的 描述 . 本 书 关于 流 形 的 应 用 , 将 采用 一 个 简 
单 明 了 的 等 价 定义 . 这 个 简单 的 定义 和 H. Whitney 的 一 个 著名 定理 有 关 . 
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定理 1.2 “任意 给 定 一 个 维 的 光滑 流 形 Mn, 总 可 以 找到 一 个 光滑 嵌入 映照 
D: M" — R+, 从 而 任何 一 个 光滑 的 n 维 的 流 形 M" 都 可 以 看 作 ROH 中 的 一 
个 子 流 形 . 记 作 M” > gan 

有 了 定理 1.2, 我 们 可 以 简化 对 切 空间 的 描述 . 假设 M" o RIH 是 RH 中 
的 子 流 形 . 对 流 形 M" 中 的 任意 一 点 p, 我 们 可 以 用 下 列 方法 描述 流 形 M" 在 p 
点 处 的 切 空间 , 简称 T,M"， 其 实 TM" 将 是 一 个 R 中 的 一 个 线性 子 空间 . 
为 了 选择 这 样 一 个 线性 子 空间 , 我 们 考虑 如 下 一 个 事实 ， 倘 若 Ap R 一 Rm 是 
一 个 线性 变换 , 则 A, 的 像 集 Image(A,) 肯定 是 Rm 中 的 线性 子 空间 ， 对 我 们 来 
说 , 我 们 可 以 取 一 个 在 p 点 周围 的 局 部 坐标 系 ， 如 果 W 是 Mn 中 的 包含 点 
的 开 邻 域 , 并 假设 U 是 R" 中 的 一 个 包含 原点 的 开 集 ， 我 们 可 以 选取 一 个 坐标 映 
St F: U + M" o RYH 使 得 F(O) = p. 因为 M" 是 一 个 光滑 流 形 , 我 们 可 
以 假设 这 样 的 映射 F 是 个 光滑 映射 ， 上 述 向 量 值 函数 F 在 原点 O 当然 有 偏 导 
数 ， 它 的 一 阶 偏 导数 朱 阵 |. = ET ARA RE 
A, = Filo: R” > R”, 这 里 我 们 取 m — 2n 十 1. 最 后 我 们 规定 流 形 M” 在 bp 点 处 
的 切 空间 T, M" 为 A, (R^) = FoR”). 由 上 述 讨论 , 我 们 可 以 概括 为 

定义 1.3 ”假设 M" CR” 是 欧 氏 空间 R” 中 的 光滑 的 n 维 子 流 形 .p c M" 和 
F.U — M? 是 个 满足 (0)=p 的 局 部 坐标 映射 则 我 们 称 玉 | = Duns Fn) 
为 下 在 O 处 的 导数 矩阵 从 而 流 形 MP" e p 处 的 切 空间 则 定义 为 


O 0(zl 2zn) lo 


T,M” = Image(F, |o) = F.|o(IR"). 


上 述 定 义 从 表面 看 来 , 切 空间 TM" 似乎 依赖 于 在 该 点 处 局 部 坐标 系 (FU0) 的 
选择 , 其 实则 不 然 . 下 面 的 命题 说 明了 这 一 点 . 

命题 1.4 ”假设 M" 是 个 及 ”中 的 光滑 子 流 形 , 则 上 述 关 于 M" 在 p 点 处 切 
空间 T, M" 的 定义 不 会 依赖 于 局 部 坐标 系 (F, U) 的 选取 . 

证 明 假设 (SU) 和 (G,V) 为 流 形 M" 在 p 点 处 的 两 个 不 同 的 局 部 坐标 
Ae pow gs 根据 局 部 坐标 系 的 定义 ， 两 个 不 同 的 偏 导数 矩阵 
T HESS SGT og) 秩 数 者 为" AIL FU) 和 GV) 都 是 M 中 的 开 
集 . 从 而 W = F(U)(1G(V) 是 M" 中 的 非 空 开 集 , ROA A F(U) 和 GOV) 同时 包 
pm. U' =F UW) AV = GW). RIERA FU’) = G(V') (El 2). 上 
面 已 经 说 到 Flo 和 Glo 都 是 满 秩 矩阵 , 所 以 Fo(R") 和 G.|o(R") 部 是 nn 维 的 线 
性 子 空间 . 我 们 的 目的 是 验证 两 个 线性 子 空间 重合 相等 . 因为 Flu: = Go (G71 oF), 
所 以 Image(F:|o) C Image(G.]o). 由 同样 的 理由 Image(G.|o) C Image(F.|o). 故 
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我 们 断言 两 者 相等 , 即 T, M" = Image(F.|o) = Image(G.|o) 不 依赖 于 局 部 坐标 系 
(F,U) Al (G,V) IER. WE. 


下 面 我 们 举 几 个 切 空 间 的 例子 
例 (i) 首先 我 们 考虑 单位 圆周 . 这 时 我 人 有 MI = SI — (y) | à? y? = 1). 
当 p= (1,0) 时 , T,! 是 条 过 了 点 的 垂直 z 轴 的 直线 ( 见 图 3). 


y 


p=(1,0) T 


图 3 
(ii) 接 下 来 我 们 考虑 一 类 2 维 流 形 . 他 们 可 以 看 作 在 3 维 空间 中 的 图 像 子 流 形 . 
假设 f: R? 一 R 是 个 光滑 函数 , 该 函数 诱导 出 下 述 一 个 2 维 流 形 : 
M? = {(a,y, f (x,y)) | (v, y) € R?) CR’. 


实际 上 M? 是 3 维 空间 R^ 中 由 函数 f 的 图 像 构 成 的 曲面 ( 见 图 4). XX p = (0, 
0, f(0,0)). 我 们 考虑 局 部 坐标 映射 
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F: R2 = M?, 
(x,y) — (x,y, f(z, y)), 


1, 0, fe 

0, 1, fy 

F, |o(R?)-Span(u, v}, 这 里 Span(u, v] 代表 由 u Al o 张 成 的 线性 子 空间 . 
有 了 在 一 点 处 切 空间 的 讨论 , 我 们 可 以 顺理成章 地 引进 切 丛 的 概念 . 
定义 1.5 WMR M” 是 个 n 维 的 光滑 流 形 , 它 的 切 丛 定义 为 


则 Filo = ) 4 u= (1,0, f, (0,0)) fl v = (0,1, f,(0,0)). 则 TM? = 


TM" [os 
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在 引进 切 从 的 概念 以 后 , 我 们 可 以 讨论 流 形 上 的 切 向 量 场 . 先 举 几 个 切 向 量 场 
的 例子 . 
例 考虑 单位 圆周 M = S* = (y) | 2 +y = 1] 我们 首先 将 其 参数 化 . XX 
曲线 
e: [0, 27] 一 St, 
t — (cost, sint). 
这 条 曲线 的 轨迹 位 于 单位 圆周 上 . 曲线 o 的 速度 向 量 则 恰恰 是 单位 圆周 上 的 一 个 切 
向 量 . 显然 
X(t) = c'(t) = (— sint, cost) 
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满足 下 列 性 质 : 对 所 有 t, X(t) € ToS? 成 立 ( 见 图 5). 


P+y=1 
X(t)=(-sint, cost) 


ay 


图 5 


定义 1.6 EM" 是 个 nn 维 的 光滑 流 形 , ARE 
X: M? — TM? 


是 个 光滑 向 量 值 函数 满足 X (p) € T,M", 则 称 X M" 上 的 切 向 量 场 . 
流 形 M" 上 所 有 切 向 量 场 构成 的 集合 , 通常 记 为 


T(TM") = {x |X: M” > TM" 是 个 切 向 量 场 }. 


在 微分 几何 中 , 有 一 个 很 自然 的 问题 就 是 怎样 对 一 个 切 向 量 场 Xe rTM”) 求 “ 导 
数 ”, 使 得 “X 的 导数 ”也 是 一 个 切 向 量 场 . 

从 下 面 的 一 个 简单 例子 可 以 看 到 在 流 形 M 上 对 一 个 切 向 量 场 “ 求 导 ” 不 是 
一 件 轻 而 易 举 的 事 . 

Bl ”让 我 们 继续 考虑 单位 圆周 上 的 向 量 场 X(t) = o'(t) = (—sint,cost), 
这 里 我 们 仍然 假设 c(t) = (cost,sint). 显而易见 ， X(t) 的 通常 意义 上 的 导数 
X'(t) = o" (t) = (~ cost, — sint) 已 经 不 再 满足 X'(t) € ToM. 

对 于 欧 氏 空间 R” 中 紧 的 低 维 子 流 形 M"(n < m), 我 们 可 以 举 出 类 似 上 面 的 
例子 , 即 存在 曲线 o: [a,b] > M" >R”, X(t) =o0'(t), 但 是 不 满足 X’ (t) = o" (t) € 
T, (M?). 

为 了 克服 这 一 困难 , 我 们 首先 利用 流 形 M" 一 R" 的 嵌入 给 出 一 个 Levi- 
Civita“ 求 导数 ”方法 的 等 价 描述 . 
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大 家 可 以 首先 观察 到 如 果 M" Re 是 个 嵌入 子 流 形 , 对 RTE 中 任何 一 点 
p 都 有 
T,R”+* = RE 


成 立 , 并 且 当 pe M" 时 , Rot = TR" 有 个 相对 M" RF 的 经 典 分 解 


n+k nt+k n n 
R”+: = T R” +: = T,M” © NM”, 


这 里 NpM" = {v € R+ | v 垂直 于 TM" 中 的 任何 一 个 向 量 } 是 M" RY 在 p 
点 处 的 法 空间 . 
HF ROHE 可 以 分 解 成 TM" 和 NM”, 我 们 可 以 考虑 从 R^ 到 T, M" 上 的 
自然 投影 , 记 为 
( 05: Re S TM", 


v— vt, 


XE vT Æ v — oT +0N 的 切 分 量 . 

对 于 RH 中 任意 两 个 向 量 值 函数 X A Y, 我 们 用 DxY = (XY 5, XY") 
表示 工 在 和 方向 的 欧 氏 导数 , 这 里 Y =(¥1,---,¥"+*), 

定义 1.7 如果 M" CRY 是 个 n 维 的 光滑 子 流 形 , 假设 X 和 了 是 
M"cR"** 上 的 两 个 向 量 场 ,Y 关于 X 方向 的 协 变 导数 为 


VxY = (DxY)’, 


这 里 (DxY)T 为 DxY 的 切 分 量 . 
FER Me MT (TM) AM 上 向 量 场 的 集合 . 上 述 协 变 导 数 V 通常 称 为 
M" > R"t* 上 的 Levi-Civita 联络 或 Riemann 联络 . 我 们 首先 观察 到 这 个 联络 V 
具有 下 列 性 质 : 
V: T(TM) x (TM) 5 T(TM™), 
(X,Y) > VxY, 
VixY = fV xY, 
Vx(fY) 2 (Xf)Y + fVxY, 


这 里 f E C (M) 是 个 光滑 函数 , Xf = af (X) 是 函数 了 在 部 方 向 的 导数 , CM”) 
代表 M" 上 的 所 有 光滑 函数 组 成 的 集合 . 

Riemann 联络 除了 有 上 述 性 质 外 , 还 有 两 个 重要 性 质 . 一 是 所 谓 的 无 拨 性 , 另 一 
个 是 和 某 个 Riemann 度量 相 容 . 下 面 对 这 两 个 性 质 逐 一 描述 . 
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AUR X,Y 是 光滑 流 形 M" 上 的 两 个 切 向 量 场 , 我 们 则 令 
[X,Y]f = XY f - YX f, 


这 里 fec*(M"). 我 们 通常 称 [X,Y] = XY -YX I X ALY 的 李 括 号 积 . 当 V 
是 M" EYA TM 上 的 仿 射 联络 时 , 我 们 考虑 


Ty(X,Y)= VxY - VyX— [X,Y]. 
这 是 一 个 关于 变量 X 和 了 都 是 线性 的 向 量 值 函数 : 

Tv: T(TM) x T(TM) > T(TM). 
具体 地 说 , 对 所 有 光滑 函数 f € C (M), rw 满足 

Tv (f X, Y) 一 fro(X, Y) = Tv (X, JY). 
由 上 述 等 式 推出 , re (X,Y) |p MA X (p) 5 Y (p) AX, 但 和 它们 的 导数 无 关 . 
如 果 一 个 多 重 线性 (向 量 值 ) 函数 a(X1,X2,…, Xk) 关于 环 Co (M?) 是 线性 
的 , 即 满足 
a(fX1,X2,-+-,X~)=a(X1, fXe,---, Xk) 


=a(X, X»,-- Xy, fXx) 
= fa(X1, X2,- as Xx) 


对 所 有 f € C> (M) 和 X; € TM 都 成 立 , 则 称 a 为 一 个 大 阶 张 量 . 所 以 我 们 称 7 
为 联络 v 的 二 阶 张 量 

我 们 考虑 一 个 最 简单 的 情形 . A Mn = Rn X n AKRAN. 取 VxY = Dx 
SIRE Y de X 方向 的 方向 导数 . 我 们 来 计算 关于 这 个 特殊 的 协 变 导数 了 的 nv 
取 (2 ee x 为 R^ 中 的 坐标 向 量 场 . 当 f € Co (R") 时 , 注意 到 


Ox,’ Ox’ 站 
ð 3], Pf Pf _ 
a " i Ox OX; i OziÓr; n 
我 人 有 |. | = 0. 更 进一步 地 ,我 们 可 以 验证 如 下 等 式 
i j 


0 o 0 o 0 0 
d (x xz) = Vegas ee oie = la =] - 
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因此 , o4 V= D Jg R EER SR, 我 们 推出 rw = 0. 

定义 1.8 (Riemann 度量 ) ”假设 M" 是 个 光滑 流 形 , 对 每 一 个 pe M” 我 们 定 
义 一 个 在 T,M" 上 的 内 积 , glp) = (.)p. WIE g = {(-)pbvem = {9(p)}pemr 为 流 
Æ M" 上 的 一 个 Riemann 度量 . 称 (M",g) 为 一 个 Riemann 流 形 . 

我 们 下 面 举例 说 明 一 类 Riemann 流 形 , 即 讨论 在 R"^* 中 的 Riemann 子 流 形 . 

例 m M” > R” 为 一 个 欧 氏 空间 R” 中 的 一 个 子 流 形 . 显然 欧 氏 空间 R” 
中 有 个 通常 的 欧 氏 内 积 Core 我 们 可 以 将 它 描 述 如 下 . 对 于 R” 中 的 任何 一 对 向 
E E = (5,6, Em) A = (mms ,Wm), 它们 的 内 积 ; 


(E MR™ = €1m + £25 + +--+ Emm - 


注意 到 T,M" C T,R" = R” 是 个 线性 子 空间 , 从 而 (+) em 限制 在 TM 上 仍然 是 
个 正定 内 积 , 记 
9(P) = 63» = (5 Re | age - 


我 们 通常 称 9 = (bears 为 M" 上 由 嵌入 M" 一 R” 诱导 的 Riemann 度量 . 
此 时 我 将 (M",g) C (R^, go) 称 为 R™ 中 的 一 个 Riemann 子 流 形 , 这 里 go = (Yam. 
我 们 不 禁 要 问 : 是 不 是 任何 一 个 Riemann 流 形 (M", 9) 都 可 以 看 成 一 个 高 维 
欧 氏 空间 R” 的 一 个 Riemann 子 流 形 ? J. Nash 在 1957 年 得 出 了 一 个 肯定 的 答案 . 
定理 1.9 (Nash RACH) — Wb M" 是 个 抽象 的 n AOR, 对 任何 给 定 
M^ 上 的 Riemann 度量 g, 则 存在 一 个 m > 2n2 +n MASERA 


F; M" — R”, 


(84% ||Fevllam = (oo) 对 所 有 v € TM” 和 pe M" 成 立 . 也 就 是 说 , (M”, g) 可 以 
当 作 一 个 更 高 维 欧 氏 空间 (R™,(, jr) 中 的 Riemann 子 流 形 . 

J. Nash 对 经 济 数学 中 的 博弈 论 等 也 有 卓越 的 贡献 , 于 1994 年 获 诺 贝 尔 经 济 学 
X. 上 述 定理 的 证 明 比 较 复 杂 , 故 略 去 . 

从 Nash 嵌入 定理 出 发 , 我 们 的 Riemann 联络 也 就 顺理成章 地 满足 下 列 性 质 : 
WR X, Y 和 2 是 M" 上 的 三 个 切 向 量 场 , (M",9) C(R™, C. )g), RU 


X(Y, Z)g - (DxY, Z)gm 十 (Y, Dx Z) pm 
=((DxY)", Zjem + (Y, (DxZ)")pm 


=(VxY, Z) + (Y, VxY)g. 
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其 实 早 在 Nash 嵌入 定理 发 现 之 前 , 意大利 数学 家 Levi-Civita 通过 其 他 途径 就 
已 发 现 了 Riemann 几何 中 下 述 基本 定理 . 

定理 1.10 (Levi-Civita 经 典 定理 ) ik (M7,9) 为 一 个 光滑 的 Riemann 流 形 ， 
则 流 形 M” WIA TM” 上 有 唯一 的 仿 射 联络 V 满足 


X(Y, Z), = (VxY, Z)g + (Y, Vx Z)g, (1.1) 
ry (X, Y) 2 VxY - VyX - |X, Y] 3 0, (1.2) 


RE XY 和 Z 是 M” 上 的 切 向 量 场 

证 明 ”给 定 pe M^, 我 们 取 一 个 在 点 p 处 的 局 部 坐标 系 (nsa) uen 
可 以 假设 对 应 于 局 部 此 标 系 的 原点 O.. M^ E p 处 的 切 空间 T," 可 以 同 构 于 
vec ac. } 张 成 的 线性 空 lg. BT, M" = To(R") = Sian {2 : 


ð oð 
s = (Sr Ba) 


g = {(gis(2)) nr BE (99) 是 矩阵 (giz) BREE. 
每 一 个 给 定 的 仿 射 联络 V 都 有 一 个 对 应 于 局 部 坐标 系 {(z1, za .…,zn)} 的 局 
部 表示 , 通常 叫做 Christoffell 记号 . 也 就 是 说 , 由 于 (2 a +} 是 一 组 局 部 基 ， 


Dr 
则 有 


i- Ona’ 


Va = ZAU 9 x 


在 数学 文献 中 ， (r5 (x)} 称 为 联络 V 的 Christoffel 记号 . 
联络 V 满足 条 件 (1.1)~(1.2) 等 价 于 相应 的 Christoffel 记号 (P5 满足 下 列 
两 种 条 件 : 
re =T} (1.3) 
it = Y (Vij ge + Tin97) - (1.4) 


Ox; 
s l=1 


想 要 验证 这 个 等 价 性 ， 我 们 从 拨 率 张 量 着 手 ， 上面 我 们 已 经 指出 ， 李 括号 积 


ES i -| -0 . 因此 , 条 件 re (= T -) =0 就 等 价 于 


a = SE S 
i j k 
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因为 x Sik xj 是 组 基 , 所 以 我 们 推出 (1.2) 等 价 于 (1.3). 
当 X= Y= OZ = g 时 ,等 式 (就 化 为 


这 恰恰 是 (1.4). 由 (1.3)~(1.4) 解 出 
1 Ogu , Ogg — Ogij 
$7327 (284 Or; Oxy ) SES) 
因为 Christoffel 记号 由 (1.5) 唯一 决定 , 所 以 给 定 g, 存在 唯一 的 联络 满足 
(1.1)~(1.2). WERE. 
下 面 我 们 将 Riemann 联络 向 两 个 方面 推广 . 一 是 将 切 从 推广 到 任何 流 形 上 的 
向 量 从 , 二 是 讨论 和 度量 独立 的 仿 射 联络 . 
定义 1.11 WR M" 上 的 一 个 纤维 从 


R — E 5 M” 


的 纤维 E, = r (x) AF k EEEN, WU E Ay M" 上 的 一 个 向 量 丛 . 
如 果 一 个 向 基 值 函数 o: M" 一 五 满足 性 质 n(o(x)) = v, 则 称 o 7g M^ ER 
值 于 王 的 一 个 截面 . 令 


T(E)= {o |o: M"— E, m(o(x)) =z 对 所 有 zz 成 立 》. 


如 果 一 个 双 线 性 函数 
V: (TM) x T(E) ^ I(E), 


(X, c) DA V xao, 


Vrxo = fV xo, (1.6) 


Vx(fo) = (Xf)o+ fV xo, (1.7) 
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则 称 v 为 已 的 一 个 仿 射 联络 , 这 里 f € C (Mm) 是 个 实数 值 的 光滑 函数 , o < P(E) 
是 个 截面 . 

我 们 举 个 例子 说 明 向 量 从 上 的 仿 射 联络 . 

例 ”假设 M” 一 R" 是 个 光滑 子 流 形 , 对 每 一 点 + € M", 我 们 考虑 它 的 法 
空间 : 


NM”= {ve R"** |v LT,M"}. 
显然 , 法 向 量 从 NM" = U NM" 是 M" 上 的 一 个 向 量 从 . 
xEM” 


& E=NM", D 为 R'** 中 普通 导数 符号 . 假设 X e r (TM) 是 个 切 向 基 场 ， 
0 € T(E) 为 一 个 法 向 量 场 , 则 存在 一 个 很 自然 的 NM" 上 的 联络 : 


Vxo= (Dxoa)*, 


这 里 E 表示 向 量 的 法 分 量 . 

最 后 我 们 要 指出 的 是 : 给 定 一 个 流 形 M" 上 的 一 个 向 量 从 E, 进入 20 世纪 80 
年 代 以 后 , 数学 家 和 物理 学 家 们 开始 深入 地 研究 向 量 从 上 的 所 有 仿 射 联络 构成 
的 空间 . 24 m — 4 H. E 2 2 维 复 向 量 从 时 , 这 就 是 通常 的 Yang-Mills (杨振宁 -Mills) 
场 论 . 这 个 理论 至 今 方兴未艾 , 发 展 为 研究 Gromov-Witten 不 变量 理论 和 量子 上 同 
调 论 等 . 

我 们 要 特别 讨论 的 是 个 关于 仿 射 联络 的 模 空 间 的 简单 事实 . 假设 Y 和 V’ 为 同 
一 个 向 量 丛 E 5 M” 上 的 两 个 不 同 的 仿 射 联络 , 我 们 断言 “两 个 仿 射 联络 的 差 必 
是 一 个 张 量 ”. 

具体 地 说 , 我 们 令 

$(X, 0) 2 Vxa — Vo. 
不 难 验证 , 对 每 一 个 M” 上 的 光滑 函数 je C (M), 由 (1.6) (17) de 
O(fX, co) = f(X, o) = &(X, fo), (1.8) 


从 而 8 是 个 张 量 , 即 BC, -) 关于 C (M) 线性 . 
反 过 来 ,如果 立 是 向 量 丛 已 —5 M" 上 固定 的 一 个 仿 射 联络 , BOR ©: T(TM)x 
P(E) — P(E) 是 个 满足 (1.8) 的 张 量 , 则 算 子 


V*. T(TM) x T(E) 2 T(E) 


(X, c) — Vxo+ 9(z, o) 
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满足 (1.6)~(1.7). 因此 V? 是 向 量 从 上 的 新 联络 . 
从 上 述 讨论 推出 , 仿 射 联络 构成 的 集合 同 构 于 集合 : 


M(E) = fa: T(TM) x T(E) > T(E) | 8 满足 (1.8) } 


在 本 书 的 第 二 章 , 我 们 将 讨论 曲率 张 量 . 当 为 4 且 互 为 复 2 维 向 量 丛 时 , 人 们 从 
20 世纪 80 年 代 中 期 开始 讨论 具有 最 小 总 曲率 的 联络 , 这 样 的 联络 称 为 Yang-Mills 
联络 . 自然 地 , Donaldson 开始 系统 地 研究 所 有 Yang-Mills 联络 构成 的 模 空间 . 


YM(E, M4) = [v | V 具 有 最 小 总 曲率 } 
= {V1v 的 曲率 张 量 QV 自 对 称 或 反 自 对 称 } 


所 谓 的 Donaldson 不 变量 是 和 YON(E, M^) 相关 的 拓扑 不 变量 . 进入 20 世纪 90 年 
代 中 期 , E. Witten 等 人 另辟蹊径 , 用 Seilberg-Witten 不 变量 等 价 地 描述 Donaldson 
理论 . 由 此 产生 的 Gromov-Witten 不 变量 和 量子 上 同调 论 成 为 现代 数学 物理 的 热 
门 课题 . 

下 面 我 们 介绍 本 书 的 重点 Riemann 几何 . 


91.8. 向 量 场 的 平行 移动 和 测 地 线 


本 节 将 讨论 向 量 在 光滑 曲线 上 的 平行 移动 . 我 们 先 以 3 维 欧 氏 空间 R? 中 的 曲 
线 为 例 . 

假设 o: [a,b] 一 R? 是 一 条 直线 ol(t) = (¢,0,0), Eo 上 有 许多 向 量 场 X 使 得 
它们 的 轨迹 会 绕 o 旋转 , 见 图 6. 如 X(t) = (0, cost, sint). 


X(0) 
c(0) T a(t) 


图 6 
对 每 个 向 量 场 , 我 们 可 以 考虑 它 的 消耗 能 量 
b 
B(X) - | lve Xa 


当然 在 o 上 的 能 量 最 小 的 向 基 场 满足 VX = 0. 


81.3. 向量 场 的 平行 移动 和 测 地 线 .15 . 


定义 1.12. i (M"', g) 是 Riemann 流 形 , o: [a,b] 一 M" 是 条 光滑 曲线 , X 是 
0 上 的 向 量 场 ( 即 X(o(t)) € ToM”), WR Vo X = 0, WK X Ao 上 的 平行 向 量 
场 . 

例 i (M",g) = (R", go) FE n FERRER ZS H, o: [a,b] 一 R” 是 条 光滑 曲线 , 如 
HR X(t) = (z1(t), Enlt) 是 ac 上 的 平行 向 量 场 , 则 


02 VoX = Dy X = (s (t)---, 7/(t)), 


从 而 X(t) = 0, X = (aan) 是 个 常 值 向 量 场 . 

平行 向 量 场 有 许多 有 用 的 性 质 . 

命题 1.13” 设 (M",g) © n 维 光 滑 Riemann 流 形 , o: [a,b] 一 M" 中 的 一 条 
光滑 曲线 , 则 

(1) 对 任何 初始 向 量 Xo € Toa M”, 存在 唯一 的 o. 上 的 平行 向 量 场 X 使 得 
X(a) = Xo. 

(2) WR V fü W Æ o 上 的 平行 向 量 场 , 则 
iy W) =0. 


证 明 (1) HE F: U > M" H ola) 处 的 局 部 坐标 系 
i=l i i r 


W v, X =0 HR 


即 
fi) + >》 Heat) =0. (1.9) 


给 定 初始 条 件 fila) = ci i — 1, n, 方程 组 (1.9) 有 唯一 解 . 
(2) 因为 {V(t)} Al (W(0)) 都 是 o 上 的 平行 向 量 场 , 所 以 我 们 得 到 
d 


a V O WO =(VorV,W) + (V, VorW) 


=0. 


WES. 
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上 述 命题 有 一 个 今后 常用 的 推论 

推论 1.14 o: [a,b] > M" 是 Riemann 流 形 (M", 9) 中 的 一 条 光滑 曲线 ， 
则 c 上 存在 一 组 平行 正 交 向 量 场 (Eit). 

证 明 取 {el,…,en} H To) M” 的 一 组 正 交 基 , 从 而 有 

(e; ey = Oiz: 
由 命题 1.13 得 出 : 存在 沿 o 平行 的 向 量 场 (E; (0)) 使 得 Ela) = ei, 并 且 还 满足 
(Bilt), Ej(0) = Ua), Ej) = dy 
WERE. 

我 们 要 特别 指出 : 如 果 o: [a,b] — M" 是 Riemann 流 形 中 的 光滑 曲线 , Voo’ 
不 一 定 为 零 , 即 切 向 量 场 o 不 一 定 沿 o 平行 . 简短 的 例子 有 : o: [0,1] 一 R”, oft) = 
(cost, sin t), 容易 看 到 Vod’ = Doo’ =o" (t) = 一 (cost,sint) #0. 

其 实 曲线 o 的 自 协 变 导 数 V oo! 是 曲线 本 身 的 几何 不 变量 . 

定义 1.15 wa: [a,b] 一 M" 是 Riemann 流 形 (M",g) 中 的 光滑 曲线 , 则 
Va! 称 为 o 的 测 地 曲率 向 量 (或 称 为 o 的 加 速度 ), 这 里 o' (t) 表示 曲线 在 o(t) 处 
的 导数 . 如 果 Voo 三 0, 则 曲线 o 称 为 M” 中 的 测 地 线 . 

下 面 我 们 举 几 个 测 地 线 的 例子 . 

例 (1) 我 们 来 考虑 n 维 欧 氏 空间 (R, go). 任何 R^ 中 的 曲线 o 都 可 写成 


a(t) = (w(t), vo (t), s (t)). 
此 时 , 测 地 线 方程 可 简化 为 
0 = Varo! =o" (t) = (x1 (t), £3 (t), en (0))- 


c 为 R” 中 的 测 地 线 当 且 仅 当 


a(t) = (ait + by, ast + ba,-++,ant+ bn) 
是 条 R^ 中 的 直线 . 
(2) 假设 (M?, g) = S?(1) 是 R? 中 的 单位 球面 (图 7) 
S?(1) = {(a,y,z) | 2? +y - 22 — 1). 


考虑 大 圆周 赤道 曲线 
0: [0, 27] 一 S?(1), 


t — (cost, sin t, 0). 


§1.3 向量 场 的 平行 移动 和 测 地 线 . 17 . 


简单 的 计算 表明 
Varo’ Ze (Doo!) = (gt = 0, 


这 里 o" (£) = —(cost, sint, 0) 是 S?(1) Æ o(t) 处 的 法 向 量 , 所 以 (o")7 = 0. 
设 {71,… ,zn} 是 M" 的 一 条 局 部 坐标 系 , 令 


WMR o(t) = (z 罗 Zn 的 ) 满足 测 地 线 方程 Voo’ = 0, 则 


I 


Il 
Me 
8 
= S i 
Ss 
E 
Q 
5 
| 
T 
L 
+ 
六 -一 
< 
IMs 
E 
io 
Q 
5 


Il 
un 


e. 
3 ll 
un 


> 
Il 
En 


从 而 在 局 部 坐标 系 (xi, zz，…,zn)} 中 测 地 线 方程 为 
d? ” dz; dx; 
p» Tf («()75; ^ =0. (1.10) 
定理 1.16 i (M",g) 是 个 光滑 Riemann 流 形 , p € M”. v € T,M", 则 存在 
唯一 的 测 地 线 oy: [a,b] 一 M" 使 得 osla) — p Ml olla) = v. 如果 o: [a,b] — M” jé 
条 测 地 线 , 则 | 名 | = 常数 
WEB] 设 {(z za 为 2 在 2 点 的 一 个 局 部 坐标 系 , BD P: U 一 M" 是 
微分 同 胚 , F(O) = p. 则 测 地 线 方程 (1.10) 有 唯一 解 满足 
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X k = 1,2,---,n 成 立 . 
当 o: [a,b] 一 M” 是 条 测 地 线 时 , 我 们 观察 到 


d 
qu o^) = (Vo, o + (0, Vara’) = 0, 


` d / 2\ _ do 00 MX " 
所 以 (le (17) = 0, 从 而 || Fe |= 常数 ， 证 毕 . 


81.4. PEIA 


我 们 对 测 地 线 感 兴趣 主要 是 因为 它 与 连接 任何 两 点 的 最 短 曲线 有 关 . 如 c: [a,b] 
— M" 是 Riemann 流 形 (M", 9) 中 的 分 段 光滑 曲线 , 则 o 的 长 度 为 


L(o) -f 


自然 地 , 由 度量 9 诱导 的 距离 为 


do 


— ||dt. 
dt 


dg(p,q) = inf{L(ø) | o: [0,1] + M”, a(0) = p, o(1) = q}. 


为 了 理解 最 短 曲线 的 几何 性 质 , 我 们 考虑 曲线 的 单 参数 变 分 . 设 
B: [a,b] x (-e,e) > M”, 
(t, s) > B(t, s), 
满足 8(t,0) = a(t), 则 称 8.) = 8C s) Ao 的 一 个 变 分 , 而 且 


为 o 上 的 变 分 向 量 场 . 
下 面 的 公式 在 几何 研究 中 经 常用 到 . 
命题 1.17 io, p, V 和 (M",g) 如 上 ,lc = T. 9I 


o | 288 


O,, ! 
T ot V EM el. 1.11 
ES (c^, V) - (V, Vera?) (111) 


1 
esl = 
ao Tæ 


81.4 第 一 变 分 公式 digi 
WEB] 4 s = 0 时 , 我 们 观察 到 


0 9 


OG 0 
[3r as] 8 [ae as] =O 


‘Ot’ Os 


Bibl Vas TE = vas TE Q4 s = 0 时) 


os Ot 
_ 0/08 993 
ia. OS OL OF 


08 98 
(V9) Hv ag 2 


2 
ðs 


9B 
pau 5) 


1 
2 88 aB\? =T7\ € BE’ OE 
at’ 8t 


0/08 OB aß v OB 
lae or) - (ae Vee ae) 


证 毕 . 

ERSA (1.11) 通常 称 为 第 一 变 分 公式 . 下 面 是 这 个 公式 的 直接 推论 . 

EH 1.18 设 (M",g) 是 个 光滑 Riemann 流 形 , p,q € M", 设 o: [a,b] > M" 
是 连 p 到 q 的 最 短线 满足 lc 中 = Wo 必 为 M" 中 的 测 地 线 . 


WEB] o: [a,b] > M" 是 连 p 到 9g 的 最 短 曲线 . 我 们 考虑 两 端点 固定 的 单 


Wi o coo f (07 7^ 因此 相应 的 变 分 向 最 场 VO E 


V(a) 2 0 2 V(b). 
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因为 [o (0]| = 1, 应 用 第 一 变 分 公式 我 们 推出 , 当 s = 0 时 有 
8 ||0B 
Bape a ðs 


D dt 
; a 


gte 


(t, s) 


s=0 


因此 ， [we ), Veo! dt = 0 对 任何 变 分 向 量 场 V 成 立 , 我 们 推出 


Bl o 是 一 条 M" 中 的 测 地 线 ， 证 毕 . 


81.5. 指数 映照 , 完备 性 和 Hopf-Rinow 定理 


对 于 任何 一 个 Riemann 流 形 (M",9), 我 们 在 上 节 讨 论 了 相应 的 距离 函数 dg. 
我 们 不 禁 要 问 : 在 什么 条 件 下 , 度量 空间 (M, dg) 是 个 完备 的 度量 空间 ? 这 个 问题 
和 Riemann 流 形 (M", g) 的 测 地 完备 性 有 关 , 为 此 我 们 考虑 指数 映照 . 

ENX 1.19 ” 设 (M",g) 是 个 光滑 的 Riemann TUE, p € M",v € T;M",o,: [0,1] 
— M^ 是 条 测 地 线 满足 9,(0) = p,o(0) =v. 4 


Exp,v = ov(1). (1.12) 


下 面 命题 说 明 Expy 对 充分 小 的 向 量 v 有 定义 . 
命题 1.20 Koy: [0,9] 一 M" 是 Riemann 流 形 (M",9) 中 的 测 地 线 满足 
ow(0) = p fI o (0) = w, 则 对 任何 € > 0, 曲线 


Og: E d =. M^, 
€ 
t > cw(et). 


是 条 满足 ew (0) = p 和 o2, (0) = ew 的 测 地 线 . 

证 明 Vor, olw = 22V 01,0 = 0. 初始 条 件 可 直接 验证 ， 证 毕 . 

因为 B0) = (v e T)M||lul| < 1) 是 个 紧 集 , 由 于 命题 1.20, 我 们 看 到 存在 
€ = e(p) > 0 使 得 在 B.(O) 上 Exp, 有 定义 . 如 果 Exp,: ToM” 一 M" 有 定义 , 则 称 
(M",g) 是 测 地 完备 的 . 


§1.5 ”指数 映照 , 完备 性 和 Hopf-Rinow 定理 :21- 


定理 1.21 (Hopf-Rinow) 下列 讲法 都 是 等 价 的 . 

(a) (M^, dg) 是 个 完备 的 度量 空间 ; 

(b) 存在 po € M", 使 得 Exppo: To, M" 一 M" 有 定义 ; 

(c) 对 任何 Ps M”, Expp: T, M^ — M" 有 定义 . 

上 述 结 论 中 的 任何 一 个 都 覃 含 下 列 结论 : 

(d) M" 中 的 任何 两 点 p 和 9 都 可 以 用 一 条 最 短 测 地 线 连接 起 来 . 

在 给 出 定理 1.21 的 证 明之 前 , 先 用 例子 说 明 结论 (d) 和 (a)~(c) 的 关系 . 

在 实际 应 用 中 , 用 (a) 推出 (d) 非常 重要 . 特别 地 , 当 M? 是 个 紧 致 无 边 的 流 形 
时 , 对 任何 M" 上 的 度量 g, (M°, dg) 总 是 完备 的 . 因此 (a) 是 个 很 自然 的 假设 . 反之 
如 结论 (d) 成 立时 , 则 (a) 不 尽 然 . 请 看 下 列 例子 : 令 M? = D?(1) = {(, y)? +y? < 
1} 为 单位 开 圆 盘 , 取 go 为 欧 氏 度量 go = da? + dy?, 显然 (M3?, dg) 不 是 个 完备 空 
E, 从 而 结论 (a) 不 成 立 . 可 是 , 此 时 因为 D) 是 个 凸 集 , 所 以 M 中 任何 两 点 p 
和 q 都 可 用 直线 相连 , 因此 (d) 成 立 . 

另外 , 我 们 要 指出 的 是 , Riemann 几何 中 的 指数 映照 Exp, 和 李 群 论 中 的 指数 
映照 是 紧密 联系 的 . 


1 0 
Be A= (aij) 是 m 阶 方 阵 , T= in AN m 阶 恒 等 矩阵 . 我 们 可 令 
0 1 
42 AB A* 
A= D 一 一 一 eee 
BEATE at ag ck ar 


4 n- m? —1. 倘若 M" = SL(m,R) = {Aldet(A) = 1), JU M" 在 工 处 的 切 空间 为 
T; M" = sl(m,R) = {l£ + €" = 0). 


4 & 为 斜 对 称 矩 阵 时 , det(es) = e = e? = 1. E T; M" = sl(m, R), 我 们 定义 内 积 
为 
(E n)r z tr(én7), 

这 里 57 € sl(m, R) 均 为 斜 对 称 和 矩阵 . 用 SL(m,R) EWA BSH, 我 们 可 以 在 M” = 
SL(m,R) 上 定义 一 个 左 不 变 的 度量 g. 可 以 证 明 , 与 任何 上 es sl(m,R) = Tr M" + 

应 的 单 参数 子 群 


是 (M", g) 中 的 一 条 测 地 线 . 
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下 述 引 理 在 定理 1.21 的 证 明 中 非常 有 用 . 
引 理 1.22 (Gauss 引 理 ) ”假设 p(t) = tv Z& R” = T, M" 中 过 原点 的 一 条 直线 ， 
w € Tolto) (TpM") = Toto) R” = R”, w 垂直 于 p'(t), JUI 


((Exp,)«| (to) (to), (EXPp)«|p(to)@) = 0. (1.18) 
证 明 WR w= 0, (1.18) 自然 成 立 . 只 需 证 明 当 [| w |= 工时 (1.13) 成 立 . 考虑 
v(s) =|| v || (x je + usins ) ; 
则 v(0) = ww(O) = |lollw. 再 考虑 
b(t, s) = Exp, |[tv(s)] 


= Exp, | Il v || ( - yes usins ) ; 
因为 | w |= 1, |] o(s) I=] v I, BRA 


to 08 E 
reo) = f PIE dt 2| v || to. 
由 第 一 变 分 公式 得 : 4 V(t) = T 0), a(t) = (t,0) 时 
5))|s=0 = Tad, FL (V, Voo) dt 


= (V (to), o” (to)) — (V (0), e" (0)) 
= ((Exp,)«|p(to)W, (EXPp)=l olto) Y). 
证 毕 . 
Gauss 引 理 有 两 个 直接 推论 . 
推论 1.23 i£ B.,(O) = {v| || v ||€ sooe T; M", Exp,: B4,(O) > M" 是 
MRA. 记 Beo(p) = Exp, (Ba, (O)). 则 
(1) 对 每 个 ve Be, (O), o, (t) = Exp, (tv), ov: [0,1] 一 M" 是 唯一 的 曲线 , 满足 


L(oy) = d(p, ov(1)) = ||vll. 


特别 地 , AIR EC fi BH AX. vs [0,1] 一 M” 和 oy 有 同样 的 端点 和 长 度 , 则 经 过 一 个 适当 
的 参数 变换 后 , V= ov. 
(2) 如 果 q € Be, (p), 则 存在 9 € 0B« (p) 使 得 


d(p, q) = €0 + d(q', q) = d(p, q') + d(q’, q). (1.14) 


81.5 “指数 映照 , 完备 性 和 Hopf-Rinow 定理 


特别 地 , d(p.q) > 
证 明 (1) 25 iu ) = d(p,a), v: [0,1] ^ M" 满足 w(0) 
m= 


IOI > vE, Vr) = Sr). 


ABO ELBUS v'(t) = X) Vr, A(t) z 0. 考虑 


tı = sup{t|¢([0, t]) C Exp,(B«, (O))7. 


WR t « 1, W v(t) € 9B, (p), 


= f woler f woe 


ty ; s ty d 
> | wvna- | xt) 


= r(v(t1)) — r(4(0)) = £o 2 lvl. 


SEX LM AY 6 = 1, Y(t) = Xt) Vr = X(t j 
L(w) > ||v||. WR t = 1, 如 上 推导 , 我 们 有 


Jer” 


= | Olat > roo) - roto) 


= d(p, o(1)) = ae 
SARL ARS Y(t) = A(0)Vr = At nr 17 
(2) Bey: [0,1] 一 M" 是 连 p Bl q 的 曲线 , 令 


to = inf{t|(t) € OB.,(p)}- 


由 上 述 (1) 推出 


= f wot f Olds 


之 50 + d(OBz, (p), q), 


从 而 
d(p, q) 之 Eo 十 d(OBey (p), q). 


= p, p(1) 


ovt). 这 就 证 明了 (1). 


.93. 


= Exp,v. 因为 


e(t), lvl = co. 所 以 ,在 此 情形 ， 


(1.15) 
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反 过 来 , 由 (1) 和 三 角 不 等 式 得 出 


d(p,q)< inf {d(p,q')+d(q’, 
(p,a) Eo (p. q') + d(d',4)] 


= 50 十 inf — d(q',q). 1.16 
0 wedBe, (p) (q q) ( ) 


因为 0Be。(p) Z, 所 以 3 d^ 使 得 


d(q’,¢) = d(8Be, (p), q). (1.17) 
从 (1.15)~(1.17) 得 出 

d(p, q) = qd(2 9) + £0. 
证 毕 . 


Gauss 引 理 的 第 二 个 应 用 是 下 面 定理 1.21 证 明 过 程 中 的 推论 1.24. 

定理 1.21 的 证 明 我们 的 计划 是 先 证 (c) (d), 然后 (b)>(a)>(c)>(b). 下 
面 推 论 意味 着 (c)>(d). 

推论 1.24 如果 Exp,: T,, M" > M” 有 定义 , 则 对 任何 q € M^, 都 存在 
一 条 最 短 测 地 线 oy: [0,1] 一 M" [89$ q = ov(l),L(ov) = d(po0,9), 这 里 oo 的 = 
Exp, (tv), ||v|| = 1. 

推论 的 证 明 如 下 : 由 推论 1.23 得 出 , Æ so 充分 小 , 使 得 Exp,,: BelO) ^ M" 
ERA, 则 存在 q € OBs (po) 满足 


d(po, q) = d(po, 9) + d(q, q). 


Ay- Exp,, 7 q 


x | Exp; a = d(po,q) 我 们 将 证 明 oull) = q. 为 达到 这 个 目的 , 我 们 考 


IE 

E = (t|d(c.(t), po) =t, d(po, ov(t)) + d(c.(t), q) = d(po, q)}- 
W to = sup(t|t € E}. WÈ to = 1, 则 推论 成 立 . 反之 , to <l 我 将 导出 一 个 矛盾 . 显 
SE to > £o > 0. 


因为 to < La! = ov(to) Ag. 我们 再 应 用 推论 1.23 找 出 一 个 o% € 8B.(o(to)), 
使 得 


d(q', q") + d(q",q) = d(q', q). 


§1.5 ”指数 映照 , 完备 性 和 Hopf-Rinow 定理 


此 等 式 和 E ELAS 
d(po, q) = d(po,q') + d(q', q) 
= d(po, g) + d(q', q”) + d(q”,q) 


> d(po, q”) + d(q" , q). 


因为 d 是 距离 函数 , 所 以 三 角 不 等 式 成 立 , 即 有 
d(po, q) < d(po, q”) + d(q", q). 


由 (1.18)~(1.19) 得 出 
d(po, q) = d(po, q”) + d(q" 9) 


和 
d(po, q”) = d(po, q') + d(q', q”). 


.25 . 


(1.18) 


(1.19) 


(1.20) 


(1.21) 


4 v ei q' 到 gq" 的 最 短 测 地 线 , 则 oy em U v DAR ERER (这 是 因为 (1.21))( 图 


8). 从 而 由 测 地 线 的 唯一 性 , 我 们 推出 


ov(to te) = q". 


Po 


图 8 
由 (1.20)~(1.21) 得 出 


d(po, q) = d(po, av (to + £€)) + d(av(to + £), q), 


d(po, o (to 十 5)) = to 4- &. 


从 而 to +e € E, 矛盾 . 推论 1.24 证 毕 . 
有 了 推论 1.24, (b) (a) 的 证 明 就 迎刃而解 了 . 
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设 {qi} 是 M" 中 的 Cauchy 序列 , li = d(po.qi). 由 推论 1.24 推出 , 存在 vi € 
57-1(1) 使 得 qi = Exp,, (Livi) 取 一 子 序列 {i}, 使 


lij E lo, 


Vi; — vo € S) 
成 立 . 由 Expp 的 连续 性 , 我 们 得 出 
Qi; = Exp, (li; vi) SrA Exp,, (lovo) = qo; 


即 am d(qi;,90) = 0. 再 因 {qi} 是 Cauchy 序列 也 就 有 iim, d(qi,qo) = 0, 从 而 
(M”, dg) 完备 . 

对 (a) (c), FEMA v e S"! C TM", & o, (t) = Exp, (tv), to = sup(t|Exp, (tv) 
有 定义 }, 如 果 to < +00, 我 们 导出 矛盾 . W ti > to, W qi = Exp, (t;v) = ow(ti), 满足 

d(di. q;) < |ti — t]. 

因为 t; — to, 从 而 {a} 是 个 Cauchy 序列 . 又 因为 (M",d,) 完备， 从 而 qo = 
Jim, cv(t;) FETE. 对 qo 应 用 Gauss 引 理 , 不 难 推出 go = ev (to). 记 wo = o7 (to), = 
Exp, (tuo): 则 o, UV 构成 一 条 兴 清 测 地 线 所 以 oo ,，，， 有 定义 ,矛盾 

(c)=(b), W. WEH. 


习 题 一 


1. 假设 f: M" 一 R 是 一 个 光滑 流 形 上 的 光滑 函数 , 9 是 MX” 上 的 一 个 Riemann 度量 , 假 
BE (Gi) 是 M" 在 p 处 附近 的 一 个 局 部 坐标 系 . 
() 向 量 场 vf = x PI YR 是 否 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 ? 这 里 (g5(z)) 是 矩阵 


(gu(a)) EREE gu( C A EN 


(ii) 全 微分 df = D pan, 是 否 依赖 局 部 坐标 系 的 选取 ? 


(iii) 定义 df (X -5 “于 对 所 有 向 量 场 X = 》， oz -， 试 找 出 M" 的 一 个 向 量 场 Y 
使 得 


df(X) = (X,Y )s 
对 所 有 向 量 场 X 成 立 . 
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(iv) 假设 c > 1 是 个 大 于 1 的 常数 , 流 形 M" = R^ = {(z1,z2,… zn)|wi € R} H 
f(z) = ci. 考虑 及 ”上 两 个 不 同 的 度量 ;9 = dr @dri+---+drn dz, fl Gg = °g. 4 
vio yog D wore 》 GPL. MEBER vt = OSRE 


E Ox; Ox; Ox; OX; 
2. 假设 f: M^ 一 R 是 个 光滑 函数 ，g 是 M” 上 的 一 个 光滑 Riemann 度量 , V 是 对 应 的 
Riemann 联络 . SR% f 的 Hessian 为 


i,j—1 


Hess(f)(X, Y) = (X, Vy (V f))s, 


这 里 Vf f 的 梯度 , Vf = Y. got 2 


i,j—1 


(i) WER h 是 M" 的 光滑 函数 , 下 列 等 式 


x df(X) = (Vf, X) (Wa 1). 


Hess(f)(hX, Y) = hHess(f) (X, Y) = Hess(f)(X, hY) 


ETRE? BY Hess(f) 是 否 为 一 个 张 量 ? 
(ii) 根据 定理 1.10, 下 列 等 式 是 否 成 立 ? 
(X, Vy(Vf)) = YXf - (Vr X)f. 


(ui) 根据 (ii) 试 证 明 
Hess(f)(X,Y) = Hess(f)(Y, X), 
这 里 针 和 YY 为 M” 上 的 任何 一 对 向 量 场 . 
3， 假 设 f: M” > R, g fil V ME. 令 Af = tr[Hess(f)], 这 里 Hess(f)(X,Y) = 
(X, Vy V f), tS 表示 二 次 对 称 式 S 的 迹 . 
(i) WR {e1,… ,en} 为 TaM” 的 一 组 正 交 基 , 则 证 明 


一 > S(ei, ei). 
? dl 


(i) 对 M” 上 的 任 一 个 光滑 向 量 场 Y, 我 们 定义 相对 于 度量 g 的 Riemann 联络 V, $F Y 
的 散 度 为 


(trs) 


div = tr(X > VxY). 
TEEI RAMI (aris) 内 ,如果 Y = So, 试 计算 Va YA divY. 
i=l E i: 


(Hi) 如 果 (Dj, ) 是 相应 的 Christoffel 记号 , 则 


divY = So | oa + Sri : 
i=l k=1 


W G —det(gi;), 证 明 


» = ave) 
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(iv) 等 式 
Af =divVf 


是 否 成 立 ? 

(v)Hvf- gist in 和 上 述 (iti) ~(iv) 证 明 

1,j—1 
ERU 0 jk OF 
mcs as (VE a" gE) 

(vi) 试问 Laplace 算 子 A 是 否 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 ? 

4. 假设 n: M" 一 R Xj M" 上 正 的 光滑 函数 ,9 是 M” 上 的 一 个 光滑 Riemann EH, 
ô(X, Y) = n°g(X, Y), 即 (X,Y) = m (X,Y) 9, 用 题 RE (97), G, A} f ((9),G, A) 之 
间 的 关系 . 

如 果 n = 2, 是 否 有 下 列 等 式 


成 立 ? 

5. 假设 co 和 o1: S! 一 M" Jg M" 中 的 两 条 光滑 闭 曲 线 . 如 果 存 在 一 个 光滑 映射 A: S* x 
[0,1] 一 M” (4% H(-,0) = co 和 H(-,1) = ex, 则 称 两 条 曲线 同 伦 . 此 时 如 果 colt) = po 是 
M" 的 点 曲线 , 则 称 ci 为 可 收缩 的 . 

(i) 考虑 闭 曲 线 空间 C(S*, M") 的 一 条 连通 分 支 , 令 


Qt, = (e: S 一 M” o REFAH} 


和 
Lo) - f chal 
«i || at 
n 
xg | -(2.5) ,g 是 M". 上 的 一 个 光滑 度量 假定 M" 是 个 紧 流 形 , 令 
g g 


lioo] = inf {L() |o € Qiu. 即 o 同 伦 于 00}. 


试问 : 是 否 存在 一 条 闭 曲 线 o, 同 伦 于 co HE o 的 长 度 L(o) = lp? 即 当 M" 为 紧 时 是 否 
每 个 同 伦 类 都 存在 一 条 最 短 闭 曲线 ? 
(ii) 取 一 序列 闭 曲 线 {os} P27, 0; 同 伦 于 co H Lloj) 一 lig. 如 果 c; 都 有 常 速度 , BU 


z = cj 对 所 有 te S* 成 立 , 问 (o4) 1 是 否 构成 一 族 


Oj: S! => M” 


等 度 连续 映照 ? 
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(iii) 根据 Ascoli 等 度 函 数 引 理 , 当 M” 紧 时 , 问 是 否 存在 一 个 子 序列 (05, CY 收敛 于 一 条 
闭 曲 线 ow: S! 一 M"? 

(iv) 假设 cæ: S! — M" 如 上 , 请 用 第 一 变 分 公式 证 明 极限 曲线 co。 是 一 条 闭 测 地 线 . 

6. 假设 (M", g) 是 紧 Riemann 流 形 且 M^ 中 至 少 有 一 条 不 可 收缩 的 闭 曲 线 . 令 


Sys(M", g) = inf {L(o) | o 不 可 收缩} ， 


这 里 L(o) 是 表示 闭 曲 线 o: S^ 一 M” WKE. 

(i) Wa RI b 都 是 正 实数 ，aZ = {an | n € Z 是 整数 }， 由 参数 a A db 构成 的 平坦 环 面 
(T?, gab) = R?/aZ © bZ. 计算 Sys(T?, ga b). 

(ii) 计算 (T?, go,s) 的 面积 . 

(ii) 不 等 式 

Area(T”, ga,b) > [Sys(T?, ga,o)]? 

是 否 正确 ? 

7. 考虑 3 维 欧 氏 空间 R? 中 的 单位 球面 SA) = {(z,y,z) | a? ty t+2 2 1} 和 实 投影 
HRP? = S?(1)/Z», 这 里 Zo 是 由 对 径 映 射 


¢: R? 一 R?, 
U— —v 
张 成 的 二 元 群 . 
(i) 计算 Sys(RP?). 
(ii) 不 等 式 


Area(RP?) > 2 [Sys(RP?)]? 
TU. 


是 否 成 立 ?( 在 1962 F BEATE ERA T AREE RP? 上 任何 度量 9 都 有 不 等 式 


Area(RP?, g)2 2 ISys(RP?, gf, 


而 且 等 式 成 立时 当 且 仅 当 9 是 上 述 经 典 度量 乘 上 一 个 常数 因子 , JL [Pu]. Gromov 在 1983 年 将 
蒲 泰 明定 理 推 广 于 高 维 空间 , 见 [Gr2].) 
8. 假设 (M",g) 是 个 完备 度量 , C(M") 为 M ”上 连续 函数 的 空间 24 M" 为 紧 时 , 定义 


Mf = max |f(z)]. 


EM” 


Gromov 考虑 如 下 嵌入 : 
$: (M",g) + C(M"), 


T 一 dz, 


这 里 dz (p) = d(x,p) 为 (M",g) 上 的 距离 函数 . 
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(i) 用 三 角 不 等 式 |d(z,z) — d(y, z)] < d(x,y) 证 明 
(x) — BW = d(x, y), 


从 而 b 是 保 距离 的 嵌入 . 

(ii) 4 V. (M",g) — R” 为 定理 1.9 给 出 的 Nash HRA. 举例 说 明 有 时 Nash 嵌入 V 不 一 
定 是 保 距离 的 . (提示 : 比较 RT" 中 的 直线 和 M” 中 的 测 地 线 .) 

9. 假设 (M",g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , po 是 M" 上 固定 的 一 点 ， f(x) = d(x,po). 再 
假设 f 在 一 个 开 集 U 中 光滑 , 试 计算 IV f(a) ||, 这 里 > € U. 反之 , 如 果 h: M” 一 R 是 个 光滑 
函数 满足 VA] = 1, BAUR o: R 一 M" 是 Vh 的 一 条 积分 曲线 , 即 - = Vh|s(), 试问 o 是 
否 是 一 条 (M",9) 的 测 地 线 ? 

10. 设 (M^ ,g) 是 个 完备 的 Riemann fi, M" C M” Jg 了 7” 中 的 光滑 子 流 形 . 假定 V 
是 (1M" ,可 的 Riemann 联络 . 对 M" 中 的 每 一 点 p, 切 空间 T; M^ = T;M" 8 NM" 有 个 
自然 分 解 , 这 里 NM” = (ve pM” |v 1 TyM"} J& T,M" 在 家政 ”中 的 正 交 补 空间 , Bp 
N,M" 是 M” E M” PF p 点 的 法 空间 . 对 M"” 上 的 任何 两 个 切 向 量 场 X AY 令 


VxY =(VxY)’, 


这 里 ()7 是 向 量 C) 的 切 分 量 . 问 V 是 否 是 由 诱导 度量 9 = gloom 决定 的 Riemann 联络 ? ( 提 
示 : 考虑 应 用 定理 1.10.) 


第 二 章 ”曲率 和 比较 定理 


在 这 一 章 里 , 我 们 将 引进 曲率 张 量 , 讨论 测 地 线 的 变 分 和 曲率 之 间 的 关系 . 测 地 
线 族 的 变 分 向 量 场 就 是 我 们 将 要 讨论 的 Jacobi 场 . 估计 Jacobi 场 的 长 度 是 Riemann 
几何 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 著名 几何 学 家 Cheeger 和 Ebin 曾经 专门 写 了 一 本 这 方 
面 的 专著 《Riemann 几何 中 的 比较 定理 》( 参 阅 [ChE]). 我 们 在 本 章 中 给 出 的 关于 比 
较 定理 的 证 明 比 较 新 里 简单 . 


82.1 曲率 张 量 、 截面 曲率 和 Ricci 曲率 


如 果 (M", g) 是 个 Riemann 流 形 , V 是 相应 的 Riemann 联络 , 则 我 们 定义 其 曲 
率 张 量 为 
R(X,Y)Z = -VxVvZ t VyVxZ+VixyZ, 
这 里 X,Y AZ y M" 上 的 向 量 场 . 
Riemann 曲率 张 量 R 具有 很 多 重要 性 质 , 其 中 突出 的 性 质 包括 下 述 的 命题 . 
命题 2.1 Xp M" 上 任何 光滑 函数 I: M" 一 及 和 任何 三 个 切 向 量 场 X Y. Z, 
我 们 都 有 
(1) R(fX,Y)Z = fR(X,Y)Z = R(X, fY)Z = R(X,YY(fZ), 
(2) R(X, Y)Z = - R(Y, X)Z, 
(3) R(X, Y)Z + R(Y, Z) X + R(Z, X)Y =0, 
(4) (R(X, Y)Z, W) = (R(Z,W)X,Y). 
证 明 关于 (1), 我 们 首先 证 明 


R(X,Y)(fZ) = f R(X,Y)Z. 


R( 
R( 


事实 上 , Riemann 联络 是 无 挠 联络 , 因此 我 们 有 YXjf--XY7jF = —[X, Y] f M (VyX)f- 
(VxY)f = -[X Y]f, 从 而 
R(X,Y)(fZ) = - VxVy(fZ) - VYVx(fZ) + Vixy(fZ) 
—fR(X,Y)Z-(XYf)Z - (YXf)Z - [X,Y]f 
= fR(X,Y)Z. 
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(1) 中 的 其 他 等 式 和 (2) 由 定义 直接 推出 . 关于 (3), 我 们 首先 有 关于 李 括 号 乘 
积 的 Bianchi 等 式 再 应 用 联络 V 的 无 挠 性 可 推出 . 其 实 (3) 的 左边 是 个 张 量 , 所 以 


我 们 只 需 证 明 (3) R4 X= OV Z- zo 时 成 立 更 详细 地 , 我 们 得 出 
i j 


à o ð 

ð ð 

-Va Yak Dr; ui Ox; 

Vie Ve +YvYaVa 
=0 (HX Ty = 0). 


等 式 (4) 的 证 明 稍为 复杂 , 请 参考 其 他 书 (如 [ChC] p141~155). 因为 我 们 不 会 在 后 
面 的 内 容 中 经 常 使 用 (4), 鉴于 篇 幅 关 系 我 们 省 去 (4) 的 证 明 . 证 毕 . 
设 X,Y e TM” 为 两 个 线性 无 关 的 向 量 , 我 们 考虑 由 X,Y 张 成 的 平面 


P= Span{ X,Y }. 
则 (M”,9) Æ P C T,M 的 截面 曲率 为 
K(P) = Kxy = 


(X,X) (x,y) | 
(X,Y) (WY) 


用 命题 2.1 可 证 明正 的 截面 曲率 KP) 不 依赖 它 的 基 {X,Y} 的 选取 . 为 了 讨论 Ricci 
曲率 , 我 们 取 TM" 中 的 一 组 正 交 基 {e1,---,en}. 则 
Ric(X, X) = SAUX, ei) X, ei). 


=l 


我 们 从 下 节 开 始 讨论 测 地 线 和 曲率 之 间 的 关系 . 


82.2. 测 地 线 族 的 变 分 癌 量 场 


假设 18: eee 是 光滑 Riemann 流 形 (M^, g) 中 的 一 族 测 地 线 ， 这 里 Bs (t) = 
b(t, s), 
8: [a,b] x (-e,e) > M”, 
(t, s) > p(t, s). 


§2.2 ” 测 地 线 族 的 变 分 向 量 场 :33- 


对 每 一 固定 的 s, 曲线 6,: t — plt, s) 是 (M7, g) 中 的 测 地 线 , 此 时 我 们 称 (66. s)} 
是 (M", g) 中 一 族 单 参数 测 地 线 . 

定义 2.2 Ko: [a,b] 一 M" Æ (M", g) 中 的 一 条 测 地 线 , (0C. 8) }se(-e,c) 为 一 
族 单 参数 测 地 线 , (4,0) = e(t) 及 I(t) = 2 (0,0), RI {ID} 称 为 o 上 的 一 个 Jacobi 
场 . 

下 面 的 命题 把 测 地 线 的 变 分 向 量 场 / 和 曲率 张 量 紧 密 地 联系 在 一 起 . 

命题 2.3 {I(t heja] 是 沿 测 地 线 o: [a,b] 一 M" 的 一 个 Jacobi £5, 则 J 
满足 下 列 Jacobi 方程 

J" (t) + R(a'(t), J(t))o'(t) = 0. (2.1) 


证 明 ”注意 到 我 们 的 联络 是 无 挠 的 ,所 以 
08 a8 E: 28) 


a Os 3 Ot | Ot’ ðs 
v, 98 08 
~ Ve as or 
T 9 ; ; ^ 
这 里 (86, s)} 是 一 族 测 地 线 , (60) = o(t), I(t) = a (1,0) (usur 
[88 əb] ,[8 9]. 08 ., 08 
Amm = B. am -中 从 而 V3 = Vas a 
当 s=0 时 , 我 们 观察 到 
| ny p{ 98 98 88 
Rio! 2e - n (55.72 E" 
--VgVero + V ge Van oe + Varo 
= -V a Va DT 
98 
= -VagV ge 


这 里 我 们 用 了 下 列 事实 ; 因 每 个 30.5) 是 测 地 线 , 所 以 V op 77 = 0. 最 后 由 上 述 4 
式 推出 Jacobi 方程 (2.1). WEH. 
今后 我 们 讨论 的 思路 为 
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U Jacobi 7j f£ 
测 地 线 族 的 变 分 , Jacobi3 
y 


EHE rb H Aca ZS f] 
U 


| 流 形 的 大 范围 几何 


92.3 Jacobi 方程 和 Riccati 方程 


我 们 在 本 节 继 续 讨论 测 地 线 上 Jacobi 场 的 几何 性 质 , 先 看 看 下 列 例子 . 


Bl ”假设 (M?, 91) 为 (R2, go) 中 的 单位 球面 
S?(1) = ((z,y, z)|a? + y? + 2? = 1). 
单位 球面 具有 党 曲率 K m 1. 我 们 已 知 


o: [0,27] 一 S?(1), 


t — (cost, sint, 0) 


是 一 条 测 地 线 , J(t) = (0,0, cicost + cosint) 是 o 上 的 Jacobi 场 , 这 里 cl 和 co 都 是 


常数 


d {J1,--+,In-1} 为 垂直 于 o 且 线 性 无 关 的 (n — 1) 个 Jacobi 场 , (Ei, -- 


是 沿 o 的 一 组 平行 正 交 基 使 得 E, (0) = o). 在 这 种 情况 下 . 我 们 有 
7 的 = Y OBO, Ri() = (Rl, Bao’, By). 


因为 J + R(o!, J)o’ = 0, BEEUREPE(E ESSE 
A(t) = (ay (0) 
满足 
A" (t) + R(t) A(t) = 0, 


这 里 R(t) = (Rig (t)) Té Bi SK E E. 


En) 


(2.2) 
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因 {Jn} 线性 无 关 , 故 A1 (0) 存在 . 令 T(t) = A'(0)A 的 .应 用 (2.2) 
我 们 导出 
IT (t) = [A'(t) A EO)) 
= A" A71 ANAM! 
= —RAA-1 — A'A-14' A71 
= -R- IF. 
最 后 我 们 得 到 
IT +1? +R=0. (2.3) 
这 个 方程 称 为 Riccati 方程 . 在 下 面 讨论 Gromov-Bishop 比较 定理 时 我 们 会 用 
到 Riccati 方程 . 其 实 导出 曲率 有 下 界 流 形 的 比较 定理 时 , 常常 要 用 到 Riccati 方程 
或 Riccati 不 等 式 . 请 见 下 面 的 82.4 和 82.5. 


82.4 Gromov 引 理 和 经 典 比 较 定 理 的 新 证 明 
在 本 节 中 将 用 新 的 方法 证 明 一 些 比较 定理 . 新 的 证 明 方法 基于 下 面 的 简单 事实 . 
引 理 2.4A (Gromov) WÈ f 和 分别 满足 


f”+Kf 20, 
RRT 


H KO < KO: FOFO > FOFO FO 1) > 0, WIS Fle) » 0 RE AO X67 € 
DARES an 
iN ER 
MSS NUT pe 
人 
« -Kff-Kff 
-(K -R)ff «0. 


~ 


4 h(t) = ff - ff, 


由 初始 条 件 h(0) = f^(0)/(0) — f^(0)(0) < 0, 我 们 推出 h(t) < 0, 从 而 


Nd h 
Une 


因此 n 是 递减 函数 ， 证 毕 . 
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我 们 首先 介绍 曲率 有 上 界 流 形 (Kur < c) 的 比较 定理 . 

定理 2.5 (第 一 比较 定理 , Rauch) i (M, g) 是 完备 的 Riemann 流 形 , ox [0,+eo) 
一 M” 是 条 测 地 线 , (J(0)  o 上 的 Jacobi 场 满足 J(0) = 0, (7'(0),0'(0)) = 0, 
| J'(0)] = 1 = lol. 则 下 列 结论 成 立 . 

(i) Æ Kum <0, W JÆ] 2 t; 

(i) # Kyo < -1 WI IJE] >sinht = E 

(ii) Æ Ky» < Lt € [0,7], W ||J(t)]| > sint. 

WEA S ESO, 我 们 观察 到 


eo KIE), JET 
AII dg 


2 D3 PIN 


(J, 7) = (FF) NA = 3 I 


Be 
IIUI, TD + IO m LL 
TP 
/ / 7 NL (J, J'Y 
=R DE + (1a - SE) 


IJI? 


KÆ + IPI — (5 7?) 


iis 


; (J(0),o'(£)) = 0, o'l = 1, 从 而 函数 f(t) = IIO 满足 


f" -HKf20. 


(Al (J(0), 07(0)) = 0 = ('(0),0(0)), BJE), e'(0) = 0.) 


(i) ?4 Kum <0 时 , 我 们 再 令 KE =0, f(t) = t. 用 引 理 2.4A 得 


MR 
ft) fH) 


82.4. Gromov 引 理 和 经 典 比 较 定 理 的 新 证 明 - 37. 


是 个 递减 函数 , 注意 到 


im £0. im WO 


因为 DO. 是 个 递增 函数 , 所 以 得 


t 
AER t > 0 mr, 即 f(t) 2 t. 

结论 (ii)~(iii) 的 证 明 类 似 , 故 省 去 证 毕 . 

我 们 上 面 新 的 证 明 方 法 也 用 于 其 他 比较 定理 的 导出 . 

定理 2.6 (第 二 比较 定理 , Berger) 设 (M",g) 是 完备 的 Riemann 流 形 , o: [0, +00) 
> M” 是 条 测 地 线 , (J(0)) 是 oc 上 的 Jacobi 场 满足 上 7(0)=0=(7(0),o (0)), IIJ) 
=1=|lo’||. 则 下 列 结论 成 立 : 

(i) 24 Kum <0 BF, W ||J(0]] 2 1; 

(ii) 34 Kam < —1 B, RI CO] > cosht = - E 

(iii) 4 Kum <1 BS, W || (£)]| > cost. 

WEB] Berger 比较 定理 的 证 明 方法 和 我 们 关于 Rauch. 比较 定理 的 新 证 明 大 同 
小 异 , 这 里 不 歼 述 了 . 证 毕 . 

下 面 我 们 考虑 曲率 有 下 界 的 情形 (Kum > 0). 4 Ku 2 c Ff, 有 关 比 较 定理 
的 证 明 要 用 到 Riccati 方程 和 对 称 矩 阵 值 的 比较 . 首先 我 们 注意 到 Riccati 方程 等 价 
于 Jacobi 方程 . 因此 , 我 们 将 引 理 2.4 A 及 其 证 明 重 新 表达 为 如 下 形式 . 

引 理 2.4B 4 f,f,K 入 如 引 理 2.4A. 再 假设 入 = (logf) 和 入 = (logf)' 


且 有 
X +A? +K >0, 
N+)2+4K <0 


, 


并 设 X(0) < A(0), 则 我 们 必 有 


Kt) < X(t). 


有 了 引 理 2.4B, 我 们 讨论 关于 第 二 基本 形式 I(t) 的 比较 . 


. 38- 第 二 章 ”曲率 和 比较 定理 


推论 2.7 假设 (S (0) iso 是 (n — 1) x (n — 1) 对 称 矩 阵 值 的 光滑 函数 , EL 


S'(t) + 52(t) < cl, 

这 里 了 工 表示 单位 矩阵 . 则 我 们 必 有 

了 了， 如 果 c= 0, 

S(t) <4 (cott), 如 果 c=1,te (0,7), 
(cotht)I, wie c= 一 1. 


证 明令 {A Ana) 是 S(O) 的 特征 值 如果 S(t) 光滑 正定 对 称 ， 
则 A(t) 光滑 且 令 
À(t) = max{Ax(t),---, As ai (t). 
显然 地 , A(t) 是 Lipschitz 函数 , 从 而 几乎 处 处 可 微 . 我 们 证 明 


N+d2+c<0 


几乎 处 处 成 立 . 
假设 X(b) 在 to 处 可 微 , E(to) 是 S(to) 以 A(to) 为 特征 值 的 特征 向 量 , | PE(to)| = 
1. Wt y(t) = (E(to), S(t)E(to)). JU v ( 


(1) < XU 对 所 有 + > 0 LEA p(to) = Alto). 
EI o 和 六 都 在 加 处 可 微 , 由 | 2. Pun 导出 e(t) = X (to). 最 后 我 们 推 
0) = 0 


出 


A (to) + À? (to) = v/ (to) + e? (to) 
= (E(to), (S'(to) + S? (to)) E(to)) 
< 一 C 
对 所 有 可 微 点 如 成 立 . 容易 验证 引 理 2.4B 中 的 初 值 条 件 满足 , 从 而 可 利用 引 理 2.4B 
得 出 本 推论 成 立 . 证 毕 . 
定理 2.8(Kar > c 的 比较 定理 ) 假设 (M",g) 是 一 曲率 有 下 界 (Kur > c) 的 
完备 Riemann 流 形 , o: [0,+co) > M" 是 一 条 具有 单位 速度 的 测 地 线 , JO 是 
上 的 Jacobi 场 且 满足 J(0) = 0, (J'(0), o^ (0)) = 0, ||J^(0)]] = 1. TY 


t, 如 果 c= 0, 
F(t). € sint, 如 果 c= 1 
sinht, 如 果 c= 一 1. 
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证 明 ”我们 看 到 


ay (IO. FO 
(log|| ||) -( 7 s) 


取 沿 着 o 平行 的 单位 正 交 基 (E (t),---, Enlt) } 使 得 Enlt) = o'(t), Ei(0) = J'(0). 
A hA), Inalt) 为 沿 着 o 的 Jacobi E, 且 均 垂直 于 o^, 使 得 


n 
RO = Y GOEOD, Ru = (Ro, Bio! Ej) 
ig À() = x), MH = AWAY, RO = (alt), IO = (AO, ira), 


E(t) = (Ex (t), , Eni (0). 则 我 们 必 有 I(t) = AEC), 从 而 


pp ON 
Coal OD' = (ear TOT) = 4 a) 


因为 Kum > c, 我 们 必 有 


>f n 


II (t) + (6 + er < Hi (t) +) + R(t) — 0, 


即 


让 的 十 证 (< 一 ce 


由 推论 2.7 得 出 (S S(t) = I(t) 


1 

T pup C= 0, 
(log|J]) < 4 cott, mm c=1,0<t<z, 

cotht, 如果 c= 一 1. 


因而 定理 2.8 得 证 ， 证 毕 . 
在 下 节 我 们 讨论 Ricw > 一 (n — 1)e 的 流 形 . 
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92.5 Gromov-Bishop 比较 定理 


Gromov-Bishop 比较 定理 主要 是 关于 体积 的 比较 . 设 (M",g) 是 完备 的 Rie- 
mann 流 形 , 令 
B.(p) = {q € M"|d(p,q) < r}, 
S,(p) = {q € M"|d(p,q) =r}, 
B9(O) = (x € R?||z| < r}. 
最 初 Bishop 在 1964 年 证 明了 : 如 果 Rica > 0, 则 
vol, [B,(p)] < vol, [B9(O)] (2.4) 


对 所 有 7 > 0 成 立 . Gromov 的 新 贡献 在 于 他 观察 到 此 时 
Area(0B,.(p)) 
Area(0 B9(O)) 
是 个 递减 函数 , 并 且 对 体积 元 素 的 比较 也 更 精细 了 . He ASE SE E. FAB 
等 都 无 关 , 十 分 大 胆 . 我 们 将 会 看 到 Gromov 这 些 新 的 改进 不 仅 理 含 了 Bishop 的 结 
果 (2.4), 而 且 有 了 更 广泛 的 应 用 . 
例如 用 (2.5), 人 们 可 以 简单 地 推出 Calabi-Yau 的 一 个 定理 ;:“ 如 (JM",g) 是 个 
非 紧 完备 Riemann 流 形 满足 Ricw > 0, 则 对 任何 pe M", 存在 c= cl > 0 使 得 


(2.5) 


voln (Br(p)) 2 er 


对 所 有 7 > 0 成立 .” 在 第 三 章 中 我 们 还 要 用 Gromov-Bishop 比较 定理 证 明 最 大 直 
径 定理 . 

为 了 叙述 Gromov-Bishop 比较 定理 ， 我 们 需要 引进 一 些 必要 的 符号 . uw 
{(r,O)} -0 Æ n 维 欧 氏 空间 R” 中 的 极 坐标 ， 


> 
OGesn-l(1) 


Exp,  R"— M", 
(7, ©) 一 Exp, (r9). 


为 了 计算 (M, g) E Exp, (rO) 处 的 体积 元 素 和 OB, (p) 的 面积 元 素 , 我 们 取 (ess 
en-1} C Te(S"-1(1)) 为 一 组 正 交 基 , XE O € S" 1(1). 令 colt) = Exp, (tO). Æ ve 
上 考虑 一 组 Jacobi 场 

Ji(t, O) = (Exp,). [re (tei). 


§2.5 Gromov-Bishop 比较 定理 UE 


定义 
gij(t, O) = (Ji(t, O), Jj(t, ®)), 
p(t, 9) = det (gi; (t, 9)), 


则 
dAop, (p) = pm9)de9， 


dvolyn.g) = v(r, O)drdO, 


这 里 do 是 单位 球面 5" (1) 的 单位 面积 元 
显然 
Area(0 D, (p)) =f e(r, 9)40, 
eesn-1(]) 


vol,,( »-[ | y(t, O)dOdt. 
OESn— w 


因此 ,对 体积 元 的 系数 ot, ©) 的 估计 至 关 重 要 . 

定理 2.9 (Gromov-Bishop, 系数 比较 ) 设 (M", g) 是 完备 的 Riemann 流 形 , p € 
M", ((,6)) 为 M" 在 ?处 的 测 地 概 坐标 dvolarg) = Plr, O)drd® 和 op.) = 
e(r, 9)dO 如 上 , 这 里 do 是 53" 一 (1) 的 标准 体积 元 素 , 则 下 列 结论 成 立 : 

() 如 Riem > 0, 则 PES) 是 递减 函数 , 等 式 oO) = 人 "1 对 所 有 O < 
5"-1(D,te [0; to] 当 且 仅 当 By (p) SEF B9, (0); 


(ii) M1 Ricyy > n—1,t € [0, v], JI aa 是 递减 函数 , 等 式 y(t, O) = (sint)! 


对 veesn-1D 和 te [0,7] ur (M", 9) SEF S"(1) > (R^, go): 
(ii) 如 Ricyy > —(n — 1), JU MID 是 个 递减 函数 
证 明令 (E Ds Ex al} 为 ce 上 的 垂直 于 o^ 的 平行 正 交 单 位 向 场 量 ， 


Y Jilt) = (Expn)slie(tei) 如 上 , HA 


Kt) = E OE; 
Rij (t) (R(o Ej) Ej) 
则 Ric(c', c") = D Rault). 令 
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由 Jacobi 方程 
J! + R(o', J;)o! =0, 
得 出 
A" + RA=0. (2.6) 
由 矩阵 A(t) 的 定义 , 我 们 有 
e(t, 9) = det A(t). 
(i) 当 tr(R) =Ric(o’, a’) 20 时 ， 我 们 只 需 证 


det A(t) 
tr-1 


erana 为 此 只 需 证 eT. agn. 
令 W(t) = [det AH]. TAE 
w()- - È ; [det A(t)] 1 - tr( A A71) det( A) 
- = ; [det A(#)] = tr(A'A-+) (2.7) 
= — j Y(0tr(A A7). 


FR I(t) = A'A-!, 由 (2.6) 得 出 Riccati 方程 : 
I’ - IP +R=0. 
所 以 当 tr(R) =Ric(o’,o’) > 0 时 , 我 们 有 


tr(II’) = —tr(IP) — tr(R) 


< —tr(II’). io 
对 (2.7) 继续 求 导 得 
w"(t)= [wus 
ERE. [V (£)tr(IT) + V(t)tr(IT)] (2.9) 


n—1 


< 一 = -W(e)(tr(11))? - wq). 
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§2.5 Gromov-Bishop 比较 定理 
因为 I(t) 是 9B:(p) 的 第 一 基本 形式 的 矩阵 表示 , 所 以 I(t) 可 以 对 角 化 , 记 它 的 特 


征 值 为 
A1(t), EAE An—1(¢), 
因此 i 
= [tr(I1(¢))]? = Qu ++ +++ An-1)"— =i 
<M +e +N 
OA 
从 而 因 (2.9) 导出 
V"(t) « 0. 
自然 地 
(28) _ V'(t)t — V(t) 
no Tu e 
注意 到 
[W’(t)t — w(t)]' 
= V"(t)t + W(t) — V'(t) 
tY” (t) < 0, 


(0)-0 — w(0) = 0, 我 们 得 
V'(t)t — W(t) « 0, 


更 有 
(P) « 
从 而 Oat, 也 就 是 说 £O an. 
> p(t, O) = 如 -1 对 所 有 te [0,to] 和 O € "71 (0) 成 立 , 在 上 述 证 明 中 
就 有 
Aus 


从 而 得 出 II(t) = —I, At) = tH, 这 里 了 为 恒 等 矩阵 . 我 们 的 度量 9 就 可 写成 
g = d? + t? de. 
结论 (i) 


[0, to] 时 , 这 个 度量 9 就 是 欧 氏 平坦 度量 , 从 而 Bi, (p) SEF By, (O). 4 


成 立 . 
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结论 (ii) 和 (iii) 的 证 明 与 上 述 结论 (i) 的 证 明 很 相似 , 这 里 因 篇 幅 关 系 就 此 省 

略 . 证 毕 . 
习 题 二 

1 (计算 旋转 对 称 曲面 的 曲率 ). 假设 {(t, 0) } 是 平面 IR? 或 柱 面 的 一 个 局 部 坐标 . 考虑 Rie- 
mann 度量 g = dt? + f?(t)dé?. 

(i) 固定 任何 © = bo, $ oe(t) = (e). Tl oc: R> M? 是否 是 一 条 测 地 线 ?( 提 示 : 证 
明 d(ce(t1), oe(t2)) = |ti — t2l.) 

(i) 令 F(4,0) = (6,0). tal ĈE (1,00) 是 否 是 沿 测 地 线 oo 上 的 Jacobi $$? 


Gii) 计算 — x or =r) x a) H Vo Ò 是 否 和 向 量 场 2 平行 

(iv) 假设 Ti AA), REAO. 

(v) 因为 > w = J(t) 是 col) 上 的 Jacobi 场 ,所 以 满足 Jacobi 方程 J” (t) + 
(1,69) 


2 (单位 球面 的 曲率 ). 我 们 考虑 单位 球面 S7 (1) 上 的 球 坐标 系 


x = sint cos, 
y = sint sind, 


z = cost. 


(i) 间 S°(1) 一 R? 上 球面 经 典 度量 是 否 是 


g = dt? + (sint)? d0’. 


(ii) 什么 是 S (1) 经 典 度量 的 曲率 ?( 提 示 : 用 题 1 的 结果 .) 
3 (计算 欧 氏 平面 的 曲率 )。 取 欧 氏 平面 及 ”的 标准 坐标 


x = tcos6, 
y = tsin0. 
试 找 出 经 典 度量 g = da? + dy? = dt? + f^(t)a6? 中 的 f(t) 并 计算 R? 的 曲率 . 
4 (Bus s 间 H? 的 曲率 ). 在 圆 盘 D? = ((x,y)a?-- y? < 1} 的 Poincaré 度量 9 = 
A(dx? +dy") _ A(dr? + r?d?) ETT 


全 


e —1 
i) Ave 
MRr= Fr 


= lo; 


8 ee 
l-r 


g = dt? + (sinht)?d6?, 
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e — e™ 


这 里 sinht = 

(ii) 用 题 1 计算 Poincaré 度量 的 曲率 . 

5 (Riemann 子 流 形 的 曲率 )， 设 (M7,5) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 ;, M” C M" 为 M" 
中 的 光滑 子 流 形 . 假定 Y 是 (M7 ,5) 的 Riemann 联络 . 

O 24 X ALY 是 M” 上 的 切 向 量 场 且 7 是 个 法 向 量 场 时 , 问 是 否 有 (VxY. m = (Vv Xm) 
成 立 ? 

(ii) 4 p € M” C M” Ave TM”. RIS v^ 表示 向 量 v 的 法 分 量 . 定义 向 量 值 二 次 


形式 


I(X,Y) = (VxY)*. 
试问 等 式 (X, Y) = (Y, X) 对 所 有 M” 上 的 切 向 量 场 成 立 ? 
(iii) 令 K (X, Y) 为 (M9) 关于 由 X A Y 张 成 平面 的 曲率 , K(X, Y) 为 (M",9) 相应 
的 截面 曲率 . 验证 如 下 的 Gauss AR. 


GX, X), IY, Y)) — |[IICX, Y )|? 
这 里 X 不 平行 于 工 . 


6 ( 欧 氏 空间 中 的 Riemann 子 流 形 的 曲率 )， 假设 M^ 一 及 ”是 欧 氏 空间 的 Riemann F 


F: D >M”, 
(u,v) > F(u, v) 


(Fun), (Fov)*) = MEF) HP 


KQGY) = "TR PI Ful? Ee Fu? 


是 否 依赖 于 浸入 F 的 选取 , 这 里 (E) 代表 € € TR" = T,M" © NpM” 的 法 分 量 . 
7 (函数 图 像 曲面 的 曲率 )， 假设 RO 中 曲面 M? 由 函数 (u,v) 一 hlu, v) 的 图 像 决定 , BI 


M? = ((u, v, h(u, v))|(u, v) € R°}. 


试用 题 6 计算 M? 的 曲率 . (ns 试 导出 


1+ h2+h2 VIFA + he 


8 (抛物 面 的 曲率 )， 考虑 双 曲 面 M? = {(u,v,u? + v?)|(u,v) € R°}. 计算 该 曲面 在 点 p= 
(u,v, u? + v?) 处 的 曲率 . (提示 : 用 题 6.) 
(i) 如 d(O, p) 表示 点 和 原点 O 在 M? 中 的 距离 , 问 是 否 有 


(a^, (F,)^) ditio ues huuhve — (hus) fl N= cel : 


r = d(O, p) = O(u? + v?) 
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成 立 , 这 里 O(u? + v?) 表示 和 Qu? + v?) 有 相同 的 增长 率 . 
(ii) 当 了 一 oo 时 , 估计 Klo 是 否 有 


lim K(p)=0 
All K > 0 aL? 
9 (Sint SUTTER). 令 M? = {(u vu? - v?) (uso) € RP). aise K = Ite e 
试 证 明 


K = —44-O(r^) 
Ail K « 0, X# r = d((0,0,0), (u, v, u? — v?)). 
10 (比较 定理 的 应 用 )， 假设 (M7, g) 是 个 单 连通 完备 Riemann 曲面 , 并 且 具 有 非 正 曲率 . 
考虑 在 一 点 p 处 的 指数 映射 : 


Exp: R?—> M?, 
(7,0) > Exp, (r0), 


这 里 {(r, 0)} 是 R? 的 极 坐 标 表示 

(i) 固定 00, 问 曲线 ooo: 7 一 Exp, (760) 是 否 是 测 地 线 ? 

人 ME LER 
0, IJO = 1:8 (J"(r), o, (r)) = 0? 

(ii) 用 Rauch 比较 定理 证 明 ||J(r)]| > r. 

(iv) & Sp(r) = (a € M?|d(g, p) =r}, L(r) 为 Sp(r) 的 长 度 用 (ii) 的 结果 估计 


w= f xn)lla8 


BT PAR. 

11 (Bishop 定理 的 应 用 )， 令 (M?,g) 为 一 个 非 紧 完备 的 Riemann 曲面 , 上 且 具有 非 负 曲率 . 
假设 S. (po) = {q € M?|d(q, po) = r}, L(r) 为 Sr(po) 的 长 度 , 用 Gromov-Bishop 定理 给 出 一 
D Lir) HEF. 
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在 本 章 中 , 我 们 将 讨论 测 地 线 、 距 离 函数 和 曲率 三 者 之 间 的 关系 . 


假设 o: [0, +00) 一 M" 是 完备 流 形 M”, 9) 中 一 条 测 地 线 满足 o (0]| = 1, 我 
们 要 关心 的 是 在 什么 条 件 下 等 式 
d(a(0), o(t)) = Itl (3.1) 


成 立 ? 我 们 首先 考虑 如 下 的 例子 . 

设 (M2,9) = S?(1) c R? 是 单位 球面 , 这 里 5?(1) = ((m, y, z) € R? | 3? +y? + 
z? = 1}. 考虑 曲线 o(t) = (cost,sint,0)， 我 们 已 经 证 明 o" (t) € Nou M?, 所 以 
V0 = [o"(t))? —0, Bl o 是 测 地 线 . TA All = 1, 但 是 c(2r) = o(0), 从 而 


d(c(21), c(0)) 2 0 < 27. 

这 个 例子 说 明 (3.1) 不 一 定 对 所 有 t 成 立 . 

一 般 地 , 当 Exp,: B.(0) > M" IRAT, 由 Gauss 引 理 的 推论 1.23 得 出 
(a(t), o(0)) = [t| 对 充分 小 的 t AB ARIZ. 

男 一 方面 , 假设 存在 一 个 to 使 得 d(o(to),0(0)) < to. 那么 对 任何 a > 0, 由 三 角 
不 等 式 得 出 

d(a(to + a), o(0)) <d(a(to +a), o(to)) + d(a(to), o(0)) 
<to +a. 
由 此 看 出 集合 
E, = (t | d(o(t), o(0)) =t, e'(0) =», [vl] = 1} 

或 者 为 [0, +00) 或 者 等 于 (0, to] 对 某 个 to 成 立 . 如 果 E, = (0, to], 我 们 则 称 o(to) 为 


o(0) Hl Ag. 
88 RITE RS ZA Tot IRA. 
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定义 3.1 Ko: [a,b] 一 M" 是 完备 Riemann 流 形 中 的 一 条 测 地 线 , ola) = p, 
a(b) = q, 而 且 假设 (J(0) 是 测 地 线 o 上 非 平凡 的 Jacobi 场 使 得 J(a) = J(b) = 0 
这 里 a. 则 我 们 称 p 和 9g 沿 o 共 斩 (RAP q 是 在 o ERS— 7T 369). 

下 面 我 们 讨论 当 一 条 测 地 线 通过 共 斩 点 时 距离 函数 的 变化 . 

定理 3.2(Jacobi 定理 ) i (M, g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , c(t) = Exp,(tv), 
vl] = 1, q = Exp, (tov) MH. q Al p W o EAH, 则 严格 不 等 式 


bi 


d(o(0), a(to + €)) < Llollowtotel) 


对 所 有 s > 0 成 立 . 

我 们 首先 举例 说 明 (或 在 一 个 特殊 情况 下 ) 定理 3.2 成 立 . 假设 有 如 下 一 个 特殊 
情况 : 假设 存在 两 条 不 同 的 测 地 线 o 和 连结 相同 端点 p 和 9, lo] = loll = 
图 9). 此 时 我 们 可 以 选取 一 条 连 p(to — e) 和 o(to +e) 的 最 短 测 地 线 v. 因为 两 条 
测 地 线 y Alo 不 相等 , MADA v'(to) A o (to). 从 距离 函数 的 严格 三 角 不 等 式 我 
们 得 出 


Lh) <d(p(to — €), q) + d(q, atto 二 5)) 


=E +€ = 2e, 


这 里 L(w) 表示 曲线 v 的 长 度 . 更 进一步 , 我 们 有 


L(b elio.) < 2e + (to — £) = to + e. 


但 是 


L(o|io,to+e]) =to+e> L(p|io,to—e] U v), 


因此 elio. ee] 不 是 连 端点 0 (0) 和 o (to +e) 的 最 短线 段 . 换言之 ， 


d(a(ty +e), o(0)) < to +e. 
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为 了 给 出 定理 3.2 在 一 般 情 形 下 的 证 明 ， 我 们 需 构 造 一 个 单 参 数 族 曲 线 
{Bs(-)} -1<s<1 使 得 
(i) Bo = O|[0,to+e]> 


(ii) B,(0) = o(0) 和 (to +e) = e(to + €), 对 所 有 s 成 立 ， 
ze) = 0, 对 所 有 + RE, 
s=0 


(iv) e= 209 « 0, 


这 里 Bs [0,to +e] > M", L(5.) 代表 Be 的 长 度 " 
因为 po =o 是 测 地 线 , 我 们 在 第 一 音 已 经 证 明 AO)! o, 从 而 如 果 性 质 


(iv) 成 立 , 则 我 们 有 
L(&.) = L(a) + 58? + 0(8°) < L(olto,to+e)) 


这 里 c <0 由 (iv) 给 出 , |s| 充分 小 但 s #0. 
为 了 讨论 性 质 (iv), 我 们 需要 导出 第 二 变 分 公式 . 令 


a: (a, b] x [-1, 1] x [-1,1] > M", 


(t, v, w) > a(t, v, w) 


Oa Oa Oa 


是 一 个 光滑 映射 , T = p V= 25 和 W = p 很 明显 , 长 度 函 数 由 下 列 公 式 给 
出 : 
b b 
L(v, w) 2 AR v, wa- f [T || dt. 
我 们 已 知 
aL (Var T) 
ae w= f m 
从 而 
Lw, w) 8 f? (VrV, T) 
wou = 元/ mr 4 
[f (VwVzV, T) -(VrV, VwT) — (VwT, 2) 
zi { iTi WoW me [^ 
以 下 我 们 总 是 假设 
II =1, Ver]. -os(nw). =@ V) ay (3.2) 
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用 条 件 (3.2) 和 分 部 积分 , 我 们 可 进一步 推出 
OL 


"on ia = [te (W, T)V, T) Vr VwV, T) 


HVrV, VrW) - (VrV, T)(VrW, T)} dt 


= [ (eV, vw) - tw. mv. D+T Ow, T)- TU, TY, T} d 
_ (vr 1) +f wav VrW) - (ROW, TV, T)) dt 
很 显然 , 二 次 形式 
iv w)= f (oV, YrW) - (ROW, TV, T)} d 


关于 V Al W 对 称 . 

在 特殊 情形 的 讨论 中 , 我 们 已 经 用 过 了 连续 但 分 片 光 滑 曲线 loas Uv. 类 
似 地 , 我 们 也 要 考虑 连续 且 分 片 光滑 的 变 分 , 

AUR a= to < «o < teya = b EV, W]|, iS 光滑 , 我 们 可 用 


(VTV, VrW) =T(VrV, W) — (Vr Vr V, W) 
和 分 片 分 部 积分 得 到 


iv, W)= | tvsv, vow) - (ROW, TW, Tat 


i (3.3) 
k b 
E (Ar (VrV), W) — f (VrVrV + R(T, V)T, W)dt, 
这 里 
Ai,(VrV) = lim VrV — lim VrV. 
t\ti tt; 
特别 地 , 如 果 le 是 Jacobi 场 , 则 有 
I(V, W) = 》 (Aua(VrP), W). (3.4) 
因此 , 我 们 有 
eL b b 
acoso 7 Y T)| + I {(VrV, VrW) — (R(T, V)T, W)) dt um 
= (VwV, TY 1, W). 
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用 (3.3)~(3.4), 我 们 可 以 完成 定理 3.2 的 证 明 . 
定理 3.2 的 证 明 ”因为 rc(0) 和 olto) 沿 o ERE, 则 存在 一 个 非 平 凡 的 Jacobi 
场 J (KF J(0) = 0 = J(to) E (I(t), 0" (0) = 0. 我 们 考虑 连续 但 分 片 光 滑 的 Jacobi 
场 
| I(t), | 0x t& to Mt, 
J(t) = 


0, X t< tg 时 . 
TE c 上 另外 取 一 个 平行 向 量 场 CE(O zo 使 得 
E(to) = -Vo J|, (3.6) 
再 取 一 个 光滑 函数 n: [0, +00) > R 使 得 
0, M t= 0 t= to te, 
| 1, 34 t= to 时 . 
最 后 我 们 构造 一 个 在 o 上 连续 但 分 片 光 滑 的 向 量 场 


V(t) = W(t) = J(t) + An(t)E(t). (3.7) 
^ 
P(t, s) = Expo (sV(t)]. (3.8) 
容易 验证 有 如 下 结论 成 立 
(i) B(-,0) =o, 
(ii) 8(0, s) = o(0) Al B(to +e, s) = o(to + £), 
(iii) 如 果 L(s) = L(8(., s) | otot) MWE 


dip- 
ds s=0 
下 面 我 们 验证 , 当 取 充分 小 的 入 时 
aL 
gee es « 0. (3.9) 


Vvw = VvV 三 0. 
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易 验 证 站 和 W 满足 (3.2). 由 (3.5) 得 (a = 0 fl b= to +e) 


ËL 
—-| =! 


我 们 再 应 用 指标 形式 I) 的 双 线 性 及 等 式 (3.3)~(3.4) 得 出 
I(V,V) = I(J+AnE, J+ XI 万 ) 
= I(J, J) - 24I(J, nE) + I (nE, qE) 
(3.4) 


— 0-4-2A < Ay J, nE(to) > +O(A?) 


= —2Al|VorJ||?(to) + O(2?). 


/ 2 
“RO << ow 时 , 我 们 就 有 
dL 
di uo — I(V, V) <0, 


从 而 (3.9) 成 立 , 定理 3.2 的 证 明 完 成 ， 证 毕 . 

下 面 的 命题 给 出 关于 共 斩 点 的 几何 描述 . 

命题 3.3 q = Exp,v, c(t) = Exp,(tv). M p fU q i c EMM AMY 
(Exp,). |o 不 满 秩 . 

证 明 BAN p Al qi o 3598, 7 为 非 平 凡 的 Jacobi 向 量 场 , 使 7(0) = T J(1). 
PR {J(t)} 非 平凡 , 则 有 (0) #0. & B(t, s) = Exp, [t(v- 7 (0))], W J(t) = 5- (4,0); 
而 且 有 

0 = J(1) = (Expy):|,7 (0). 


注意 到 J'(0) A 0, 即 有 ker(Exp,).|, 40 从 而 (Exp,):|, 不 满 秩 . 
反之 , 如 果 存 在 E A 0 使 得 (Exp),| E= 0, WS 
P(t, s) = Exp,|t(v + s£)]. 


显然 I(t) = 2,0) 是 " ff Jacobi 场 , 满足 


J(0) = 0, J(1) = (Exp,). 


£70. 


IJ € A 0, 所 以 了 (0) = € #0, 从 而 (700) 非 平凡 . 因此 由 定义 知 p 和 4g 沿 o 共 
H. WEH. 


$3.2 Ricci 曲率 和 Myers 直径 定理 .53- 
推论 3.4 Ut (M",g) 是 个 完备 Riemann 流 形 , po € M”. 如 果 存 在 如 >0 使 
得 对 所 有 VE Spo M” C Tp M”, (Expy,)..],.., 不 满 秩 对 某 个 O<ty & to ML, 则 
sup {d(q, po)} < to. 
qcMn 
证 明 AER q € M", 我们 可 以 选取 一 条 连 po 到 4 的 最 短 测 地 线段 o: [0,1] 一 
M". o(0) = po, a(l) = q, o' (0) = v, ||vl| = 1 和 Exp,, (tv) = o(t). 显然 
d(po, q) = 1. (3.10) 


我 们 要 证 明 l< to. 假设 1= d(po,q) > to, W olog 上 必 有 po SEHR (这 是 因为 
FETE ty, (Bi ty < to < 1, (Exp,, )lt.v 不 满 秩 . 由 命题 3.3 推出 c(t.) 和 o(0) = po ds 
i). 应 用 定理 3.2, 我 们 得 出 Ve > 0, 


d(o(ty +€), a(0)) < ty +e. 


特别 地 


d(po, q) - d(o(0), o(1)) < 如 十 二 一 如一 5 


与 (3.10) 矛盾 . 所 以 


d(po, q) <1 € to. 


证 毕 . 


§3.2 Ricci 曲率 和 Myers 直径 定理 


本 市 我 们 用 Gromov-Bishop 比较 定理 和 上 节 的 推论 3.4 验证 下 列 结果 . 
定理 3.5(Myers) i (M", g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , Riccu» g) > (n—1), W 
(M”, 9) 的 直径 满足 
Diam(M", g) = sup{d(p, q) | p,q € M"} & m. 
证 明 由 推论 3.4, 我 们 只 需 证 明 : 对 任意 v € TM”, loll = 1, $ e(t) = 
Exp, (tv), 则 clon) 至 少 有 一 个 2 WIER. 
为 了 验证 这 一 点 , 我 们 考虑 在 p 处 的 测 地 极 坐 标 {(7, 昌 )}: 


Exp; R”— M”, 


(r, O) 一 Exp,(r®), 
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这 里 O e SH). & {e1,…,en_1} 为 Te(S”-1(1)) 的 一 个 正 交 基 . 
ww (tea) » 


gij(t) = gij(t, v) = ((Expy)s 


p(t) = e(t, v) = VY det(gi;(t, v), 
dvolourm g) = e(t, 9)dOdt. 


因为 Ric(M*, g) 2 (n — 1), 由 Gromov-Bishop 比较 定理 2.9 得 到 

e(t, 9) 

(sin t)^-1 
是 个 递减 函数 . 由 于 sinr = 0, 我 们 可 推出 存在 刀 € (0, 7] 使 得 p(t, v) = 0, 从 而 由 
命题 3.3 和 推论 3.4 导出 (Exp,).|, ,, 非 满 秩 . 如 果 d(p, a) = 1, 则 


„(tei), Œxpp)» 


Jul 


dip,d =l S ty S T. 


证 毕 . 


83.3” 郑 绍 远 最 大 直径 定理 的 简单 证 明 


1975 年 郑 绍 远 用 特征 值 估计 的 方法 得 出 了 下 列 刚性 定理 , 我 们 这 里 用 Gromov- 
Bishop 比较 定理 来 重新 验证 他 的 结果 . 

定理 3.6( 郑 绍 远 ) i (M”, g) 为 一 个 紧 Riemann 流 形 满足 Ric(nr,y) > (n—1), 
Diam(M”, g) = 7. Wi (M”, g9) 必 等 距 于 单位 球面 5"(1) — (R"*5, go). 

证 明 W M" 中 的 两 点 po, qo 使 得 


d(po, qo) T Diam( M”, g) =T. 


> 


B,(p) = (a € M” | d(q, p) <r}, 
(0) = toi; ipd , Zn41) € S" (1) | Xn] > 0}. 


EIX Ricou g) > (n — 1), 由 Myers 定理 (定理 3.5) 得 


Ê 


NIA 


Diam(M", g) < m. 


因此 


Br(po) = Br(qo) = M”, 
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vol(M", g) = vollB,(go)] = voll, (po) 

XE] Ricy > (n — 1) 和 Gromov-Bishop 比较 定理 , 我 们 有 
vol( Bz (po)) = vol(B,(po)) 
vol(Bz(0)) ^ vol($"(1))" 


vol(Bz(po)) . voBa(0) 1 
vol(M^) ^ volS"(1) 2 
等 式 成 立 当 仅 当 Bi (po) 等 距 于 S"(1). 即 (M", 9) 等 距 于 S"(1). 
用 同样 理由 , 我 们 也 可 以 得 出 
vol(Bz (qo)) 


Eon 
vol(M") ^ 


1 
9 
注意 d(po, qo) =T, 所 以 

Bz (po) N Bz (qo) = Z. 


因此 ， 
vol( M”, g) > vol(Bz (po)) + vol(Bz (qo)) 
2 Ivom”) + 5vol(M") 
— vol( M^, g). 
此 时 显然 有 


vol(Bz(po) | vol(Bz(0) 1 
vol( M") vo(S"() 2 


再 次 应 用 Gromov-Bishop 定理 , 可 推出 M” = Bx(0) SEF S"(1). WERE. 


83.4 Calabi-Yau 体积 线性 估计 


本 闻 中 我 们 要 讨论 具有 非 负 Ricci 曲率 流 形 中 测 地 实心 球 的 体积 估计 . 我 们 首 
先 看 一 个 例子 . 
例 ”考虑 一 个 乘积 流 形 M" = S" (1) x R. 在 M” 上 选取 典型 的 乘积 度量 
9 = 9 go, 这 里 9 HS" (1). 上 截面 曲率 为 1 的 标准 度量 . 很 显然 (M",g) R 
AFERAJ Ricci 曲率 . $ B,(po) HFEA r, POE po 处 的 测 地 球 , po = (gqo,0)， 
qo € S" (1). 不 难 验算 B.(po) C S" (1) x (7r, r), 从 而 Br (po) 的 体积 最 多 是 线性 
HK: 
vol(B,(po)) < Cn-1r. (3.11) 
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受 上 述 例子 启发 , Calabi 和 丘成桐 发 现 了 下 列 体积 估 计 . 
定理 3.7(Calabi-Yau) ”假设 (M",g) 是 个 非 紧 完备 的 具有 非 负 Ricci 曲率 的 
Riemann 流 形 . 令 Bi(z) 是 半径 为 +、 中 心 在 x 处 的 实心 球 , 则 球 Bi(z) 的 体积 至 
少 有 线性 增长 
vol( B, (x)) 2 c(x)r. (3.12) 
我 们 下 面 介绍 由 Gromov 给 出 的 定理 3.7 的 证 明 .其 方法 是 82.5 中 Gromov- 
Bishop 定理 证 明 的 改进 . 首先 我 们 引述 和 导出 下 面 的 一 个 分 析 不 等 式 . 
引 理 3.8(Gromov) ”如 果 f, 有 是 两 个 正 函 数 , 且 假 设 ; 单调 下 降 


则 对 所 有 0 <7r < RBA 


r R 
" fK()dt / f()dt 
0 (3.13) 


oM ^ D 
n J Fl 
f(t) 


证 明 & a(t) = fo 单调 下 降 . 我 们 观察 到 


[sou | ETT [ tonne f flat > alr) [ fou [ fa 
r R 


> (f foar) ( J vou) 


=f E l fat, 


从 而 


推论 3.9 ”如 果 (M",9) 是 个 完备 的 具有 非 负 Ricci. 曲率 的 流 形 , 令 B(x) 如 


vol(B,(x)) x vol( Bg(z)) — vol(B,(x)) 
pu. 7 C, [R" — r"] ' 


TL 


r 
R” — rn 


vol( B, (x)) > [vol(BR(z)) — vol( B, (x))]. 


83.4 Calabi-Yau 体积 线性 估计 .57. 


有 了 推论 3.9, 我 们 可 以 完成 定理 3.7 的 证 明 . 
Calabi-Yau 体积 估计 (定理 3.7) 的 证 明 因为 (M",g) 非 紧 、 完 备 , 所 以 存 
在 一 条 从 z 出 发 的 半 直 线 o: [0, co) 一 M" 使 得 o(0) = c 且 有 


d(a(t1), o(tz)) = |ti — tal. (3.14) 


A> xy = o(k). 首先 根据 82.5 中 Gromov-Bishop 体积 比较 定理 , 我 们 有 


n 


D vol( By.13 (24.)). 


1)” 


iL aes = 


根据 推论 3.9, 我 们 更 有 ( 取 R=k+1,r=k-1) 


(k - 1)" —[vol(Bi,1(&)) — vol(By-i(&)]. — (3.15) 


vol(Bx-1(zk)) > (k +1)" — (k — 1)^ 


由 (3.15) 和 距离 函数 的 三 角 不 等 式 , 我 们 有 (参见 图 10) 


By (x) = Bi(zo) C [Br+1 (£k) — Be-1(2x)| (3.16) 


Box (x) = Boy (xo) J Bp-1ı(£k). (3.17) 


. 58 . 


最 后 , 我 们 得 出 (由 (3.16)~(3.18)) 


vol(Box(xo)) >  vol(By1(zx)) 
(3.18) 


RoE PRA Kae 


E Vgl (i) SelB te 本 
Za EET ama 
E Suen, 
这 里 c(zo) 是 依赖 于 zo 的 常数 . FR r= 2k, 由 (3.19) 我 们 得 出 
vol(B(z)) 2 c(z)r. (3.19) 


TEN. 


Calabi 关于 定理 3.8 的 证 明 没有 发 表 , 他 的 证 明 通过 考虑 o 上 的 Riccati 方程 
得 出 . Gromov 的 证 明 比 Calabi 的 证 明 更 巧 一 些 . 丘成桐 的 证 明 请 见 [Y3]. 根据 丘 
先生 自己 的 看 法 , 文章 [Y3] 是 他 开始 其 车 名 的 梯度 估计 的 起 点 , 是 一 个 突破 性 的 工 
作 , 从 此 开始 了 微分 几何 中 一 场 新 的 革命 , 即 用 微分 方程 解决 微分 几何 的 问题 . 


习 题 三 
LRAT SESE). ”我 们 首先 考虑 旋转 对 称 椭圆 面 
2 2 z2 
d x 十 32 = 1. 


x = asin «sin 0, 
y = asin q cos, 
z = bcos f, 


则 椭圆 面 的 Riemann 度量 在 {(y, 0)} 坐标 系 下 可 写成 


g = hi (y)dy? + h3(y)dd. 


(i) RE hi (y) 和 ha(y). 
(ii) 作 变 换 t = f [b? cos? u + a? sin? u]? du, 证 明 
0 


g = dt? + f^ (t)a0", 


H f(0)=0 和 f(to) = 0, 0 € t € to. 


习题 三 “59. 


(ui) 由 习题 二 中 的 题 1, oc(t) = (t,e) 是 条 测 地 线 . 试 证 明 当 0 =e = 0 时 , 曲线 
6: p — (0, acosy, bsin p) 


在 作 了 参数 变换 t= T * (Poot u + asin? udu 后 是 一 条 测 地 线 

(iv) jp) = (a sin v, 0,0) 是 ôo 上 的 Jacobi 场 . 计算 J (0) 和 J (x). 

(v) & p = (—5,0,0) fl q = (b,0,0). 问 p Al q ETHE? 

2( 单 位 球面 上 的 Jacobi 场 )， 考 虑 S"! (1) = (x € R” |e] = 1). 对 任何 pe S771 (1), ¥ 
虑 一 个 单位 初速 度 v € Tp(S"—1(1)). 

(i) El: a(t) = (cost)p + (sint)u 是 否 一 条 测 地 线 ? 

(ii) & u Lv M llul] = 1, u € T(S" (1)). 考虑 


— 


B(t, €) = (cost)p + (sin t)[(cos €)v + (sine)ul, 


问 J(t) = 26 9B a, 0) 是 否 是 c 上 的 一 个 Jacobi 场 ? 

(iii) 计算 J(0) 和 J(t). 

(iv) 找 出 p WHI. 

3( 非 正 曲率 流 形 上 的 共 辑 点 )， 假设 完备 Riemann UE (M",9) 具有 非 正 截 曲率 Karn < 

0, 且 假设 o: [0, +00) — M" 是 一 条 具有 单位 速度 的 测 地 线 . 

(i) 假设 {J (t)}is0 Æ o 上 的 Jacobi 场 满 足 J(0) = 0, (J'(0), o'(0)) = 0 ® || J’(0)|] = 1. 
用 比较 定理 找 出 商 上 下 的 下 界 . 

Gi) 间 初 始点 p = 0(0) ESBAHI? 

L(y ERER). S M? = {(x,y, 2) E R? | z =x? + y? Æ R? 中 的 抛物 面 . 

(i) 找 出 从 原点 出 发 的 所 有 测 地 线 . 

(ii) 假设 c: [0, +00) — M? 是 一 条 从 原点 出 发 的 具有 单位 速度 的 测 地 线 , 问 是 否 有 


d(o(s), o(t)) = |s — t|? 
(iii) 问 原点 O = (0,0,0) 在 M? FEBA HIA? 


5( 实 投影 空间 的 直径 )， 令 S"(1) = {x eR | |z| = 1) BR 中 的 单位 球面 . 
(i) 考虑 对 径 映 射 


F: 5"(1) — 5"(1), 
Tr —r, 
H F 是否 是 等 距 映 射 ? RH F? =F oF. 
(i) 实 投影 空间 是 S) 的 商 空间 RP" = 5"(1)/Z2, 这 里 Zo 是 由 下 生成 的 子 群 ， 找 出 
RP” 的 直径 . 
6( 复 投影 空间 的 直径 ).， 考虑 Hopf 纤维 从 


sta s?" (1) S CP™ 
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和 一 族 单 参数 等 距 映 射 


Fo: C" — ctt, 
REP PEN TE (z, ine ea), 
这 里 i 二 V1,z; € C 是 复数 ,zj = xj + V—1y;,0 € [0,27]. 

(i) Tl Fo 是 否 是 S?"^:(1) 上 的 一 个 等 距 映 射 ? 

(ii) 如 果 CP" = s?"*!(1)/9',5* 为 {Fo}c<o<2r 生成 的 子 群 , 任 取 CP. 中 任何 两 点 
[2177 ma] 和 9 = [£1 Ema], 问 是 否 可 以 找到 SP" (1) 中 的 两 点 Pe rr (p) 和 
7^ (q) 使 得 d(P, Q) < F RE m: SH) 2 CP” 是 商 映射 ? 

(iii) 什么 是 CP 的 直径 ? 
7( 基 本 群 和 直径 )， 设 卫 = mM") 是 流 形 M” 的 基本 群 . 再 假设 M” 具 有 一 个 Ricci Hi 
率 > (n — 1) 的 度量 9. 

(i) 4 v: M" — M" 为 流 形 M" 的 万 有 覆盖 映射 ，M"” 为 M" 的 万 有 覆盖 空间 . 因为 覆盖 

映射 oc 是 局 部 微分 同 胚 , 所 以 我 们 考虑 M” 上 的 提升 度量 


p= 
Qc 


(X, Y); = (n. X, TY): 


问 如 果 Ric(wn,9) > c EBAR Ricc gn g) 2 c? 

(ii) 如 果 Riccar g) > (n — 1), RH Diam(M", g), Diam(M", 9) fI [P| = |m (M")| 这 三 
者 之 间 的 关系 . 这 里 Diam(M", g) 表示 Riemann 流 形 的 直径 . 

8(Milnor 定理 )， 假设 (M^,g) 是 个 紧 的 Riemann 流 形 且 Riccagn,g) > 0. 

(i) 如 果 Br(p) = {q € M" | d(p,q) < r}, 用 Gromov-Bishop 比较 定理 找 出 vol(B,(o)) 的 
ER. 

(i) 4 (M^, g) 25 (M°, 9) 的 万 有 覆盖 空间 , 带 有 9 的 提升 度量 5. 证 明基 本 群 卫 — m (M7) 
最 多 具有 度数 为 n 的 增长 率 , 这 里 = dimM”. 

9(Heisenberg 流 形 和 Milnor 定理 的 应 用 ). 考虑 Heisenberg # 


和 它 的 子 群 


(i) 证 明 离 散 群 具有 四 维 多 项 式 增长 率 (r^). 
(ii) 用 Milnor 定理 说 明 三 维 Heisenberg 流 形 M? = M3 [IT 不 会 容许 任何 具有 非 负 Ricci 
曲率 的 度量 . 


习题 三 


10. WR (M^, 9) 是 个 紧 Riemann 流 形 而 且 具 有 负 截 面 曲率 Kmr < 一 1. 4 


M" 的 万 有 覆盖 空间 且 配 备 提升 度量 9, B-(D = {G € M" | q(p, qd) <r}. 
(i) 用 比较 定理 证 明 , vol(B,(p)) 有 指数 增长 率 . 
(ii) 问 基本 群 D = m (M) 是 否 也 有 指数 增长 率 ? 
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84.1 割 点 、 割 迹 和 单一 半径 


在 本 章 内 我 们 要 讨论 Cheeger 有 限定 理 . Cheeger 有 限定 理 的 证 明 中 的 关键 一 
步 是 对 单一 半径 的 估计 , 而 单一 半径 的 估计 离 不 开关 于 割 点 和 割 迹 的 讨论 . 
定义 4.1 如果 (M",g) 是 一 个 完备 的 Riemann 流 形 , p € M”, v € T,M", 
loll = 1. WS 
c, = sup{t | d(p, Exp,(tv)) = tj. 


(1) p 点 在 切 空间 的 割 迹 为 


Elp) = {cvv | v e TM", [lvl] = 1, e, < too}. 


(2) p 点 在 M" 中 的 割 迹 为 


C(p) = Exp, (p). 


我 们 举 几 个 例子 来 说 明 不 同 流 形 中 的 点 , 它们 的 割 迹 有 千变万化 . 
例 (1) 假设 (M^, g) = S"(1) 一 (RH, go) 为 单位 球面 , p 为 南极 , 则 p 4E M” 


中 的 制 迹 为 北极 . 
(2) Æ (M",g) 是 紧 Riemann 流 形 , p € M”. W p Æ T,M"^ 中 的 制 迹 8(p) 总 


EEEF s". 

(3) 假设 (M^, g) = (H", 9-1) A n 维 实 双 曲 空间 , 截面 曲率 K = —1. 对 任何 
p € H^, v € TH”, WA c, = +00, 从 而 © (p) ABW C(p) 均 为 空 集 . 

RFRA q € C(p). 基本 上 可 以 分 为 两 大 类 . 

命题 4.2 q= olto) 是 点 了 2 沿 测 地 线 o 的 割 点 , 则 

(1) 或 o(to) 沿 o 5j p SER; 

(2) 或 存在 另 一 条 不 同 于 o 的 测 地 线段 yp 连接 p 到 q 使 得 


L (clot) = L(Y) = (p, 9). 
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证 明 ”因为 9 = olto) 是 沿 olot] WES, 所 以 存在 ei 一 0 及 连接 p 到 
c (to 4- €i) 的 最 短 测 地 线 p(B 11) 使 得 


L(qi) < to + €i. 


E 11 
因为 4 是 p 沿 ce 的 割 点 , 当 加 = dip, q) 时 我 们 注意 到 


d(p, a(to + &i)) < to + ei. (4.1) 
另 一 方面 ， 
d(p, a(to + &i)) 2 d(p, a(to)) — ei 
(4.2) 
= to ES 
取 一 条 连 p 和 o(to + si) 的 最 短 测 地 线 
Ov, : (0, Li] — M”, 
t — Exp, (tvi), 
这 里 |vi]| = 1, ov, (li) = o(to + €i), 
d(p. o(to 十 si)) = li. (4.3) 
由 (4.1) (4.3) 得 
to 一 85; S li « to + €i. (4.4) 


因此 ， 


一 十 oo 


因为 5"! 是 个 紧 集 , 则 存在 一 个 子 列 vi; 9. 
4 6(t) = es(t) = Exp (tô), 由 (4.4) 得 


L (solis) = L(o). (4.5) 
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有 两 种 情况 可 能 发 生 . 

情况 1. 6 Ao. 这 时 命题 4.2(2) 得 证 . 

情况 2. 6 — c. 此 时 (Exp,).[, oy AWE. 否则 由 Gauss 引 理 知 当 
(Exp;)xltoo'(0) 满 秩 时 就 会 有 

d(p, a(to + €)) = to +€, 

XH e > 0 MIL, 矛盾 . 因此 olto) 和 o(0) 沿 o HE. EH. 

接 下 来 , 我 们 在 割 迹 C (p) 中 考虑 离 p 最 近 的 点 . 

定义 4.3” 设 (M",g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , p € M", M) M" 在 p 处 的 单 
一 半径 定义 为 

Inj, (M?) =inf{c, | v € S”=! c T,M") 
=sup{t | Exp: Bi(O) 一 M" 是 个 谋 入 映射 } 


由 命题 4.2, 我 们 可 以 对 单一 半径 作 如 下 刻画 . 

引 理 4.4 ig (M",9) 为 完备 的 Riemann 流 形 , p € M", q  p FEM” 中 的 割 
迹 中 离 p 最 近 的 点 , 则 下 列 之 一 成 立 : 

(1) 或 者 存在 一 条 连 p 和 4 的 最 短 测 地 线 c, 使 得 p 和 gq 沿 o HEME; 

(2) 或 者 存在 一 条 测 地 线 v. [0,21 一 M" 使 得 


V(O) = V2) =p, Wl) =a RI dlp, d) = ZLO). 


证 明 ”由 命题 4.2, 我 们 不 妨 设 存在 两 条 不 相同 的 最 短 测 地 线 o, vs [0,7] — M" 
fii L(y) = L(e) = d(p, q). 我 们 只 需 证 明 


e) =-0'(l). (4.6) 

RE (D) £-0'(l), 我 们 将 导出 一 个 矛盾 . 事实 上 , 当 yl) A -ol(1) 时 , 我 们 
TARH we T,M", w £0 使 得 

| (w, —e'(1)) > 0, 

(w, —e' (D) » 0. 


(4.7) 


> a(s) = Exp (sw), HA p I q Di o RI y 2598, (Exp,) «li0(0) A (Exp,)« [uz (0) 都 
满 秩 线性 变换 , FH CER BOE PE, 分 别 存在 两 族 测 地 线段 {os} 和 {ys}, 使 得 co = c, 
Qo = y, 这 里 cs 和 ys 是 两 条 不 同 的 连 p 和 als) 的 测 地 线段 (图 12). 利用 第 一 变 
分 公式 和 (4.7) 得 出 


fl o4 
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p 


图 12 
d 
一 了 (as 0, 
Mu (4.8) 
3, 09 E < 0, 
从 而 
max{L(os), L(ps)}< 1l (4.9) 


对 充分 小 的 s > 0 成 立 . 不 妨 设 L(es) € Los), BEREX, os VA p 的 一 个 割 
点 d, 且 使 得 
d(p, ds) < max{L(os), L(ps)} < l 


对 充分 小 的 s > 0 成 立 , 这 和 我 们 的 假设 q= 0(0) 是 离 最 近 的 割 点 矛盾 ， 证 毕 . 
如 (M",g) 是 个 完备 Riemann 流 形 , 我 们 定义 M" 的 单一 半径 为 


mi = In", g) = inf {Inj (")} 
ES 
(M™, 9) = inf(L(U) | bs St — M”, Y (0) £0, Yyy = 0). 
Klingenberg 用 引 理 4.4 对 单一 半径 得 到 如 下 定理 . 
定理 4.5 (Klingenberg) 44 (M",g) 是 个 紧 Riemann 流 形 , 满足 Km» < Ko, 
则 (M",g) 的 单一 半径 有 下 界 : 
D ; T 1 - 
Inj(M", g) > nin | ee 3 (M^, of. 
证 明 ”因为 M" 紧 , 可 选取 po € M” 使 得 
Inj, (M") = Inj(M?). 


这 里 我 们 用 了 下 列 事实 : 
e: SM" 5 R| J{+%}, 
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(p, v) = Cp,v 
是 SM” 上 的 连续 函数 , 这 里 SM" = {(p, v) | p € M”, v € TM”, |v|| = 1}, 
cpw = sup{t | d(p, Exp, (tv)) = t). 由 cpw 的 连续 性 , 我 们 可 选取 qo € C(po) 使 得 
d(po, qo) = Inj,,(M"). 
应 用 引 理 4.4 于 (po. qo) 得 出 


(i) 或 者 po 和 qo 沿 某 条 最 短 测 地 线 共 斩 . 
(ii) 或 者 存在 经 过 po 和 qo 的 一 条 光滑 闭 测 地 线 


p: St 一 M”, 

使 得 

gL) = d(po, qo). 
当 情 况 (i) 出 现时 , 由 Rauch 比较 定理 (因为 Kum < Ko) E86 S ATEO <t < 
一 一 时 出 现 , 从 而 
VIKol 

d(po, qo) È TT 
总 之 , 我 们 有 

Inj(M") > d(po, qo) > min | TKT sw] . 

WERE. 


94.2 Cheeger 的 单一 半径 估计 


单一 半径 的 舍 计 在 有 限定 理 的 证 明 中 起 着 举足轻重 的 作用 . 由 定理 4.5 看 出 紧 
流 形 单一 半径 的 估计 依赖 于 对 Riemann 流 形 中 闭 测 地 线 长 度 的 研究 . 
为 此 , 我 们 简单 描述 一 下 沿 闭 测 地 线 上 的 Fermi 坐标 . 设 


O: S! = M", 
t — o(t) 


为 M" 中 的 一 条 光滑 闭 测 地 线 . M” 在 o(t) 处 的 法 空间 为 


Noa M” = {£ € Toy M” | d c' (t)) = O}, 


84.2 Cheeger 的 单一 半径 估计 . 67 . 


相应 的 法 向 量 从 为 
M*= U Nowy M 
test 
此 时 Fermi 考虑 下 列 映 射 


F: N,M* > M”, 
(c(t), 一 Exp, (€. 
可 以 证 明 , 当 JEI 充分 小 时 , Fil (o(e),e) 是 个 满 秩 的 线性 变换 . 令 
De(o)= {(o(t),€) e Noa |t e St, él « e), 
WW F: Delo) 一 M” TARAS, PRA o 的 Fermi 坐标 系 . 
引进 Fermi 坐标 系 的 动机 起 始 于 下 列 事实 . 
命题 4.6 i X^ 是 完备 Riemann 流 形 (M",9) 中 的 一 个 紧 致 光滑 子 流 形 ， 
qZ X^, p: [0,0] —^ M” 是 连接 D F g 的 最 短 测 地 线 , 则 
(2 (0)，w) =0 (4.10) 
对 所 有 we To)" 成 立 . 


证 明 令 
B: [0， b] x (一 2， £) T? M”, 


(ts)  B(t, 9) 
为 一 族 遇 线 ,满足 Ba € X^, Bs) = a, B0) = (0, VO = 23,0), WAS v 
是 连接 UI 和 q 的 最 短 曲 线 , 应 用 第 一 变 分 公式 得 
=f ry avos ee - v. veo] e 

1 
ig (5), oO) - (VO), wo 

E 


V(0), 2 (0)) 
lIeol 


oÉ 


从 而 


对 所 有 V(0) € Too 成 立 ， 证 毕 
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由 命题 4.6 推出 , 对 于 完备 Riemann 流 形 (M”,g), Fermi 映射 
F: NM”— M" 


是 个 满 映射 . 用 Fermi 映射 和 比较 定理 , 我 们 有 下 列 关 于 闭 测 地 线 长 度 的 估计 . 

定理 4.7 (Cheeger, Heintze-Karcher) i (M"', g) 是 个 完备 Riemann 流 形 , 满足 
Ky» > —1. Diam(M", g) < do fl vol(M", g) > Co, 则 对 M” 中 任何 一 条 非 平 几 的 
闭 测 地 线 o 都 有 


L(o) > Co 


^ as (sinhdg)n-1' SED) 


这 里 an = vol 3 (S"?(1)). 
证 明 $ Dalo) = {(0(t), £) |t ES, |El € do}. 因为 Diam(M",g) < do, 应 
用 命题 4.6 得 出 Fermi 映射 
F: Dalo) ^ M” 


是 个 满 映 射 .因为 Kam > 一 1, 我 们 可 以 对 沿 法 向 测 地 线 pelt) = Expos) (6) 的 
Jacobi 场 有 如 下 估计 . 固定 ss St, EWE JE = 1, 7 是 沿 v 的 Jacobi 场 . 
G) 24 |J'(0)]| = 0, || 7(0)|| = 1 BY, Al Kam > 一 1, 由 第 二 比较 定理 (定理 2.6) 我 
们 得 出 
\|J(t)|] < cosht. (4.12) 


(ii) 24 J(0) =0, ||.(0)]| = 1 BF, BI Km» > —1, 由 定理 2.8 得 出 
|| 7(t)|| € sinht. (4.13) 
由 (4.12)~(4.13) 得 出 
det (Fi)|(ocs) te) < (cosht) - (sinht)"~? 


这 里 se S$, tE € BY (0) = {x € R” | |z| < do}, Mit 


Co € vol( M", g) «f. ie f oe «)dtdsd£ 
a(s)€o &£cSn-?( 


< L(o) J: a; (sinht)"- ?coshtdt 
0 
< L(c)a, (sinhdg)"-! 


证 毕 . 


84.3 ”重心 和 流 形 中 的 离散 图 . 69 . 


上 述 结果 有 一 个 直接 推论 : 
推论 4.8 (Cheeger) ”假设 (M",g) 是 个 光滑 Riemann 流 形 , 满足 |KMr| <1, 
Diam( M”, g) < do, vol( M", g) 之 Co, 则 (M", g) 的 单一 半径 满足 


C0 
Lae n : 
Inj(M") > min fr, he \ , (4.14) 


这 里 a, = vol, 3(S"—?(1)). 
WEB] — po € M” 满足 Injo,(M") = Inj(M"). 取 qo € C(po) 使 得 d(po, qo) = 
Inj,, M^). 则 
(1) 或 有 po 和 qo WT FEAR Ec REM ARSE gU, 此 时 因为 Ius <1, 由 Rauch 比较 
定理 2.5, VA 
d(po, qo) 2 T. 


(2) 或 有 一 条 闭 测 地 o 经 po 和 qo 使 得 
3L(0) = dm, qo). 


此 时 由 定理 4.7 得 (因为 K 2 —1) 


WES. 


84.3 重心 和 流 形 中 的 离散 图 


我 们 在 下 一 节 中 将 讨论 Cheeger 有 限定 理 , 而 有 限定 理 的 提出 和 下 面 的 事实 息 
BAK. 
令 卫 是 无 向 连通 图 , 我 们 记 


P| = 图 中 的 顶点 数 . 


命题 4.9 i G(ko) = (P | PTA, || < ko}, 则 G(ko) 只 有 有 限 个 同 构 类 . 
为 了 得 到 有 关 Riemann 流 形 模 空间 的 有 限 性 定理 , 我 们 考虑 流 形 中 的 离散 图 . 
定义 4.10 it (M",9) 为 完备 的 Riemann 流 形 , ô > 0, 则 

(1) 当 (pi, px) C M” 满足 


d(pi, pj) > ó, iz J; (4.15) 
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{p pr} 称 为 M" 中 的 一 个 0 离散 集 . 

(2) 如 (pi. pr} 是 M" 中 的 5 离散 集 , 且 任 何 包含 {p1,… pk) 的 5 离散 集 
都 等 于 {2 pk ER {p1,… ,px} H M" 中 一 个 最 大 的 6 离散 集 . 

为 了 讨论 流 形 中 的 离散 集 和 单一 半径 间 的 关系 , 我 们 作 下 列 观察 . 

引 理 4.31. UE (M", 9) 为 一 个 完备 的 Riemann 流 形 , {pi1,… ,pk} AM” 中 的 
最 大 0 离散 集 , 5 < Inj(M") 和 vol(M", g) < Wo. 则 必 有 


这 里 b 是 仅 依 赖 于 n= dim M" 的 常数 . 
证 明 因为 {p1,…,px} 是 6 离散 集 , 所 以 当 (7j HT 


从 而 


k 
Wo > vol(M") > Y vol [Bs (| l (4.16) 


由 Croke 的 一 个 定理 ( 见 [Cr3]), 我 们 进一步 得 出 , 只 要 + < 3Inj(M") 就 有 
vol[B,(p)] > bnr™, (4.17) 


这 里 by, 为 只 依赖 于 n 的 常数 . 因此 由 (4.16)~(4.17) 导出 


n k 
kb, (5) < 》 vol [Bs 3! < Wo. 
证 毕 . 

当 Inj(M™) > ô, (pi, pk) A (M", 9) 中 一 个 最 大 的 5 离散 集 . 我 们 可 以 构 
造 一 个 相应 的 图 D — Treg) 使 得 

(1) 研 的 顶点 集 为 {p1,---, pe}: 

(2) 如 d(pi, pj) < 26,1 A j, WW p; fI p; 间 用 一 条 边 相 连 . 

现在 我 们 考虑 两 个 Riemann 流 形 (M",g) 和 (1M",9), {p1,… pid RV Poi) 
分 别 为 (M", g) 和 (M",9) 中 的 最 大 6 离散 集 . 则 由 最 大 性 得 


k k 
M = |] Bsp) f M" = |] Bold). 


i=l 


84.3 ”重心 和 流 形 中 的 离散 图 OT 


假设 Inj( M”) > 6 fl Inj(M?) > 0, Wü AT AY EAE 3E —PD Je EB GLP [8] HL 
fi: Bs(pi) — Bs(fi) 
满足 fi = Expy, o Expr., A FIR: 


1 
Exp Pi Exp á 


Bip, 


我 们 想 用 这 一 族 C) 局 部 微分 同 胚 来 构造 一 个 整体 的 光滑 映射 
f. M” > xr. 
ALERT FERS FEAE: 4 pe 介 Bsp) 时 , 像 集 Us). fi PI} 
J 

一 定 是 NI^ 中 单 点 集 . 为 了 克服 这 一 困难 , 我 们 引进 重心 的 概念 

定义 4.12 Vt (M",g) 为 完备 的 Riemann 流 形 . 则 

(1) 一 个 集合 QC M" 如 满足 对 任何 p,q € 9 存在 唯一 的 连接 p 和 a 的 最 短 测 
地 线段 bo EL pa CO, 则 O 称 为 (M",g) PATER fi 

(2) BE {0 sdm} C 0,9 为 (M", 9) 中 的 一 个 强 凸 集 , 如 果 存在 ye o 满足 


m 
Y Exp, ‘ai = 0, 
i=1 


则 称 y 为 {q1,… ,gqm} 在 M" 中 的 重心 . 

我 们 可 以 举 几 个 关于 重心 的 例子 . 

例 (i) Ho: [0,1] 一 M" 是 (M",g) 中 的 最 短 测 地 线段 满足 d(o(t),o(0)) = 
t, qo = 0(0), qı = a(l), W y = o (5) 是 {go,q1) 的 重心 ( 见 图 13). 
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(ii) BE {q1, 02, 45) 为 欧 氏 平面 (R2, go) 中 一 个 等 边 三 角形 的 顶点 , y 为 此 等 边 三 
角形 的 中 心 , Wy 是 (01.02.03) 的 重心 ( 见 图 14). 


qd» 4 


下 面 的 引 理 , 对 研究 重心 极为 有 用 . 

引 理 4.13 (Whitehead)” 设 (M",g) 为 一 个 完备 的 Riemann 流 形 满足 Kw <1, 
人 jmin(r, Inj(M”)}. 则 

(1) Bw(p) 是 M" 中 的 一 个 强 西 集 ; 

(2) 对 任何 {q1,… ,gm} C Br Qo), 都 存在 唯一 的 重心 ye B,(p) 使 得 


m 
y Exp, ! qi =0. 
i=1 


证 明 ”结论 (1) 见 [ChE]p103. 
关于 结论 (2), 考虑 能 量 函 数 : 


简单 的 计算 表明 


VE(q) = 一 5 Exp; ! qi. 
i=1 


因为 Kum <1, d(q,qi) < 2r < v ?5 q € B. (p) 时 成 立 , 由 比较 定理 知 , B. (p) 中 无 qi 
的 共 轿 点 , 从 而 
q> [d(a. a]? 


是 B,(p) 上 的 一 个 凸 函 数 . El) 也 是 q € B, (p) 的 是 函数 . 因此 E E B, (p) 有 唯一 
的 临界 点 y. WER. 


§4.4 Cheeger 有 限定 理 了 


94.4 Cheeger 有 限定 理 


1970 年 Cheeger 给 出 了 下 面 的 著名 的 有 限定 理 . 
定理 4.14 给 定 n, do, Co > 0, 设 


Mn, do, Co) 一 {(M", 9) | [Kl| < 1, Diam( M”) < do, vol( M”) 之 Co} 


MRZE Mín, do, Co) 只 有 有 限 个 微分 同 胚 类 . 

WEB] 我们 这 里 简要 地 勾 划 一 下 定理 证 明 的 思路 , 详 见 [Pe]. 定理 的 证 明 一 共 
分 五 步 . 以 下 设 (M”,g) € Mn, do, Co). 

第 一 步 . 体积 佑 计 . 

KAX K 2-1, WA Ric(M”) 2 一 (n 一 1), 由 Gromov-Bishop 比较 定理 得 


vol(M", g) < vol(Ba,(p)) 
(4.18) 


八 


do 
an | (sinhs)”~!ds = Wo. 
0 


第 二 步 . 单一 半径 的 倍 计 . 


: Co 
Inj( M") > 一 一 一 一 /一 
nj( M") > min t 2a, (sinhdg"-i \ Ôn. (4.19) 


第 三 步 . 流 形 M” 的 6 离散 集 和 图 . 
设 {pi pe} ON (M", g) 中 的 最 大 0 离散 集 , 0 < 6 < n 则 由 引 理 4.11 得 


(4.20) 


& Vy» 为 相应 的 离散 图 . 
i) iz j, 
pi 和 pj eum | : 
考虑 
G(ko) = QU" | |T] < ko}. 


第 四 步 . 局 部 微分 同 胚 的 构造 . 
上 述 讨论 说 明 , 我 们 如 选取 5 < On, 就 可 构造 一 个 映射 
M(n, do, Co) — G(ko), 


M" Tym. 
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假设 M(n, do, Co) 中 有 两 个 Riemann 流 形 (M",g) 和 (M",9) 使 得 Tar RIT yn 
同 构 . 如 果 [Durs | =| y,| = k < ko, 我 们 构造 一 族 局 部 微分 同 胚 fia: 
fi: Bs(pi) ^ Bs (pi), 
q> (Expy, ° Exp; )(q). 


第 五 步 . 整体 微分 同 胚 的 构造 
当 9 < qmin{r, In} Wf, 我 们 由 引 理 4.13 知 Bzs(z) 是 个 强 凸 集 如果 p < 


n Bs(pi), m < ko, 则 由 (1) 的 定义 知 
I 


{fa (p), ES Fim (p)} i Bas(f (p)). 
因为 Bas(fi (p) SEP oR DSB, 所 以 由 引 理 4.13 知 , 存在 唯一 的 {fi,(p),……, fi, (Pp)} 
的 重心 vo. 
从 上 述 讨论 看 出 , 我 们 可 以 定义 整体 光滑 映射 : 
f: M”> M”, 
p> {fa (p), A REO Fin (p)} 的 重心 . 

S Pry 为 ozy 上 的 平行 移动 , 这 里 d(x,y) < ô, osy 为 连 到 y 的 最 短 测 地 线 ， S. 
Peters 于 1988 年 证 明了 , 如 已 ,ww 和 Po.p, 作为 SO(n) 的 元 素 相 差 “ 很 小 ”时 , 则 上 
述 定义 的 整体 光滑 映射 : 


f: M” > M” 
UEa E] E. 
这 里 我 们 对 上 述 证 明 作 小 结 如 下 : 
单一 半径 估计 i 
| m&4o |— | 。 有限 图 的 模 空间 G(R) 
重心 


局 部 微分 同 胚 


W Tyu M Tg 同 构 如 平行 移动 相差 很 小 


iE AE. 

iE — Cheeger 有 限定 理 已 被 Grove, Petersen 和 吴 志 杨 推广 如 下 : 令 Mn, do, Co) 
={(M",g) | Ku» > —1, Diam(M”,g) < do, vol(M",g) > Co}, 4 n 2 5 Bf M(n, 
do, Co) 仅 有 有 限 多 个 微分 同 胚 类 . 


习题 四 x 


J s 四 


1( 单 一 半径 内 的 体积 估计 , Croke 1980). 假设 (M", g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , 并 假设 
它 的 单一 半径 满足 不 等 式 inf, [mius (7)} > ôo. Croke 用 Santalo 公式 , Berger-Kazdan 
不 等 式 和 Schwarz 不 等 式 , 证 明了 : 24 0 < r < 60 时 , 不 等 式 
voln—1(OB;(p)) >C 


n-i f “n 


[voln (B; (p))] »^ 

成 立 , 这 里 Ch 是 只 依赖 于 维 数 n = dimM 的 常数 . 

(i) $ © [voln(Be(p))] 的 一 个 下 界 , 这 里 0< r < bo. 
(ii) 24 0 € r < 60, RH voln(Br(p)) 的 一 个 下 界 . 

2(Yamaguchi 有 限定 理 1989). 假设 (M”, g) 是 个 紧 Riemann 流 形 . 

(i) 如 果 Inj(M", g) > 60 H vol(M") < vo, (pi: px) 为 (M”,g) F 0o 离散 图 , i k 
的 一 个 上 界 . 

(ii) 假设 Inj( M? gi) > 50 和 vol( M? , gi) < vo, 再 假设 (MT, g1) 和 (MZ , g2) 有 相同 的 ia 
离散 图 Di S2. 用 重心 的 方法 构造 一 个 同 伦 等 价 映射 p: Mr 一 MZ. 


(iii) 4 


M(n, 0,0) = {(M",g) | nj(M”, g) > 6, vol(M", g) < vj. 
用 (ii) 的 结果 导出 Mn, 5,0) 只 有 有 限 个 同 伦 等 价 类 . 
3. 假设 fs (ME, g1) > (M3, g2) 是 个 微分 同 胚 , 令 映 射 了 的 Lipschitz 常数 为 
M acd 
LY) es. | els J^ 


l| vl] 40 


定义 两 个 Riemann 流 形 间 的 距离 为 
d(Mr, 91), (Mz , 92) = inf{loglL(f)] + log(L(f~")]}- 
(i) 4 T? = S' x S* 为 2 维 环 面 , 模 空间 
M(T?, Ao) = {(T?, g) | Area(7?, g) < Ao, Ko = 0). 


举例 说 明 INT, Ao) 是 个 非 紧 的 模 空间 . 
(ii) 考虑 另 一 个 模 空间 
N(T*, Do) = (T^, g) | Diam(T?, g) < Do, Kg = 0}, 
举例 说 明 模 空间 NT, Do) dE. 
4(Mumford 有 限定 理 )， 我 们 考虑 Cheeger 有 限定 理 的 非常 特殊 的 情形 , 假设 D2 是 紧 可 
定向 的 、 亏 格 为 的 曲面 , 考虑 


M (Xk, lo) = (X, g) | Ko & —1, UE, 9) > lo}, 
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这 里 133, o) 表示 (TE. o) 中 最 短 测 地 线 的 长 度 
(i) MR IM”, g) > lo 和 Ky < 0, BH (M°, g) 的 单一 半径 的 一 个 下 界 
(回忆 一 下 两 个 Riemann 流 形 间 的 距离 由 习题 3 给 出 . 固定 亏 格 和 假设 Ky 三 一 1, 计 

算 (OL, 9) 的 面积 问 模 空间 MS, D) 是 否 是 紧 的 ? (提示 : 用 Cheeger 有 限定 理 的 证 明 方法 ) 

5( 一 族 曲率 无 下 界 的 曲面)， 我 们 将 举例 说 明 当 Kors 一 -oo 时， 尽管 仍 假设 

vol(M?,g:) > vo 和 Diam(M?, gi) < Do, 但 Cheeger 有 限定 理 的 结论 就 不 再 成 立 
sR 中 两 个 平行 的 单位 圆 盘 , 两 者 相距 为 2, 严格 地 说 我 们 取 一 族 3 HER W. 4 DE = 

00, IRIK Oe HHI & pi (250) € RY, Delp) = (9) € R? | dl (ey),p) <=}. 

E: 


X = fe y ER? |a y <1, (sy) g U B je 


i=l 
和 Qx = È x [0,1], On 中 的 一 个 子 集 Qx 满足 
(i) DZ = OO, 光滑 且 UZ AREF 6Qx， 
(i i) Ê k 可 形变 收缩 至 Ox. 
(1) 是 否 可 选取 适当 的 On 使 得 Koo, = Ky < 0? 
(2) 试 说 明 Diam (Dz) < 2+ 4r. 
(3) 为 什么 Area(S2) 有 个 一 致 的 下 界 ? 
(4)34 j Ak B, U2 MD? 会 同 胚 吗 ? 
6. MER? 中 的 一 族 曲面 { 束 } > 满足 |Ks?| < 
[EJ kj Bb, OZ AD? 不 同 有 
7( 镜 空间 系列 )， 令 Zp = {eve 
(i) 说 明 对 任何 A € Ze, 映射 


1. Area(=7) > vo 和 Diam(7) — +00, 


j= 0 kh. 


ya: S°(1) ^ S?(1), 
(21, 22) 一 (A21, À22) 
是 等 距 喘 射 
(ii) 找 出 流 形 Mg = S53(1) /Zi 的 基本 群 . 
(iii) 说 明 Diam(Mg) > 5. 
(iv) 试问 ,lim _vol(Mj}) = 0 是 否 成 立 ? 
(v) 这 一 族 三 维 流 形 (M2), EEM Cheeger 有 限定 理 矛 盾 ? 


第 二 部 分 
现代 理论 选 讲 


本 书 的 第 二 部 分 主要 选 讲 Riemann 几何 近 20 年 来 研究 中 的 几 个 方向 . 就 曲率 
符号 来 分 , 我 们 分 别 用 一 章 的 篇 幅 讨 论 负 曲率 流 形 和 正 曲 率 流 形 , 另外 一 章 则 讨论 
测 地 流 . 每 章 的 结尾 都 列 出 部 分 相关 的 未 解决 问题 供 读者 研究 参考 . 

这 部 分 可 供 高 年 级 研究 生 课 选 讲 和 数学 工作 者 参考 使 用 , 有 时 由 于 新 定理 的 证 
明 比 较 复 杂 , 为 节省 篇 幅 我 们 只 提供 一 个 大 概 思 路 , 有 兴趣 的 读者 可 以 参见 具体 文 
献 . 


第 五 章 Riemann 流 形 上 的 出 地 流 


我 们 已 从 本 书 的 第 一 部 分 看 到 , 对 测 地 线 的 研究 在 现代 Riemann 几何 研究 中 
起 了 举足轻重 的 作用 . Riemann 几何 中 的 俄国 学 派 近 30 年 来 一 直 用 测 地 三 角形 的 
比较 来 作为 现代 度量 几何 基础 , 例如 所 谓 的 Alexandroff 空间 就 是 用 测 地 三 角形 定 
XS. 

在 本 章 第 一 节 中 我 们 将 从 动力 系统 的 角度 讨论 Riemann 流 形 中 的 测 地 线 . 动 
力 系统 和 Riemann 几何 的 结合 给 现代 数学 带 来 极其 丰富 的 成 果 , 其 中 包括 Birkhoff 
定理 , Morse 理论 和 Anosov 双 曲 理论 . 我 们 首先 从 测 地 流 的 基本 性 质 开 始 . 


85.1 测 地 流 和 切 人 处 上 的 辛 结 松 


我 们 首先 回忆 一 下 测 地 线 和 指数 映射 的 关系 ， 假 设 (M",g) 是 个 完备 的 Rie- 
mann 流 形 , p € M" 和 v € T,M" 我 们 知道 曲线 o(t) = Exp,(tv) 是 一 条 满 
fi o(0) = p Al o' (0) = v 的 测 地 线 . 从 而 我 们 定义 测 地 流 

be: TM— TM 
(p, v) — (Exp,(), es 03) 
由 测 地 线 的 唯一 性 , 可 以 证 明 {oe her 是 一 个 单 参 数 子 群 , 即 (0n een 有 如 下 性 质 : 
bstt(P, v) = (bs o i) (p, v), 
p — (ig 
我 们 已 经 指出 S le" COUP) = 2(0' (t), Vora’) = 0, 所 以 ,如 记 单 位 切 从 
SM" = {(p,v) eTM| lvl =1,p € Mj, 
则 测 地 流 {Ochre 把 单位 向 量 映 为 单位 向 量 , 从 而 也 是 子 流 形 SM" 上 的 流 : 
$i SM" — SM”. 

本 节 的 一 个 主要 目的 是 要 证 明 T M" 和 SM" 有 个 自然 Riemann 度量 , 即 TM" 
具有 和 (M", 9) 相应 的 度量 G. 更 进一步 我 们 要 证 明 (orien 保持 (TM, G) 的 体 
RICANS. 为 此 , 我 们 先 讨论 (TM, G) 的 几何 结构 . 
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5.1.1 双 切 从 上 的 经 典 度量 


WR M” En 维 光滑 流 形 , 则 M" 的 切 从 TM" 是 2n 维 的 光滑 流 形 . 如 果 我 
们 更 进一步 假设 (M^, 9) 是 个 Riemann 流 形 , WW TM" 上 有 个 由 9 诱导 的 度量 G. 
这 样 的 度量 G 可 以 描述 如 下 : 

首先 我 们 由 经 典 的 投影 映射 说 起 ， 

m: TM^—M", 
(p,v) > p. 

很 显然 , 投影 映射 的 导数 7: T(T M”) > TM" 是 个 满 映 射 ,这 里 7T(TM") 是 TM" 
的 切 向 量 从 . 对 每 一 个 元 素 (pv) € TM”, kerr [is 的 维 数 为 {dim[Tis (TM) 
一 dim[T5M"]} = 2n — n = n. 有 很 多 方法 取 kerr 的 补 空间 . 当 (M”, g) 是 Riemann 
流 形 时 , 我 们 选取 所 谓 的 TM" 在 To, M") 的 水 平 提升 , 简 记 为 Hpv) 这 样 的 
水 平 提升 可 以 描述 如 下 : 

取 (wi, ,wn} 29 TM” 的 一 组 单位 正 交 基 , 令 oi(t) = Exp, (twi) 为 一 条 测 地 
线 , {ur(t),---,ui(t)} 为 沿 测 地 线 o; 以 ui(0) = 为 初 值 的 平行 向 量 场 . 令 


d / 
& = qi (alt), wilt) leo = (wi, ui (0)). 


则 Xpw) 是 (61,68) 张 成 的 子 空间 . 从 而 双 切 处 T(TM”) 在 (pv) 处 有 如 下 正 
交 分 解 


Ti, (T M") = kerr, " OD H(p,v)- 
p,v 
" AR TM" = R^. 所 以 对 To, (TM) 中 的 任何 一 个 元 素 w, 
的 投影 , 并 记 v 为 ww TE Hoo 的 投影 . 则 9 诱导 的 


很 显然 kerr, ! 
P, 

我 们 记 w’ 为 w 在 kerm, 

度量 G 由 下 列 公 式 给 定 


(u, wig = (u”, w” )g + Gr.u, T«w)g. 
下 面 我 们 将 Top wv) (TM™) = kerm, (809) Q Hip, v) 的 分 解 用 局 部 坐标 写 出 : 假 
Wt M" fE p 处 的 局 部 坐标 系 为 {(z1,…,zn)}, 005) 为 Riemann 流 形 (M 22 TH 
对 于 {(z1,… ,zn)} 的 Christoff 符号 , 则 (p,v) € TM” 可 写成 v = = age "t 


TL 


(E Ton) TM") 中 的 一 元 素 几 = Y (Ya evo) etu uer 


Ox 
i=1 E 


Eb "Ox; (Exon) 2) 


j=l k=1 


§5.1 测 地 流 和 切 从 上 的 辛 结构 - 81 . 
和 


5.1.2 AMAL 

让 A!(M") 表示 M" 上 一 次 微分 形式 的 集合 , 通常 AMM") 被 称 为 余 切 从 . 
4 a: AMM") 一 M" 为 投影 映射 , 则 投影 映射 所 诱导 的 拉 回 映射 可 写 为 an. 其 实 
如 果 8e A*(M") fl £j € T(A! (M?)), WY 


(î* 8 B)(&, ux Êk) = BG. 6i, WI fr Ek). 
定义 5.1 (1) & à: AM") > M" 为 如 上 的 投影 映射 , 则 “位 置 形式 ” 
ms M (M^) A' (A (M?)), 

称 为 余 切 从 A! (M") 上 的 接触 形式 (contact form). 

(2)“ 位 置 形式 ”( 或 接触 形式 )mi 的 外 微分 为 

Q= dijs . 

我 们 称 之 为 A (M") 上 的 经 典 辛 结构 . 显然 9 € A*(A (M). 

我 们 可 以 将 OQ = dus 用 局 部 坐标 写 出 . 假设 (Gn, ,zxn)} 是 光滑 流 形 M" 在 


点 了 附近 的 局 部 坐标 系 . W AT CM) 中 的 任何 一 元 素 a 在 局 部 坐标 系 (Gris ,zn)} 
下 写成 


a= 2 yjdzi. 
所 以 (2, mus gas gs) E 构成 一 个 人 1(M”) 的 一 个 局 部 坐标 系 , RUA A! (M?) 
的 典型 辛 结构 O 可 以 写成 
Q = dnè = d(yidxy Tex yndzn) 
= dy; ^ da 十 十 do ^ dz. 
我 们 需要 指出 的 是 余 切 从 上 的 经 典 辛 结构 9 仅仅 与 M” 的 微分 结构 有 关 , 和 ATM”) 
的 任何 度量 无 关 . 
5.1.3” 切 从 和 余 切 从 的 同 构 映射 


不 幸 的 是 切 从 TM” 没 有 一 个 和 度量 无 关 的 经 典 辛 结构 . 所 以 我 们 考虑 切 
从 TM" MARUI AM") 之 间 的 微分 同 构 . 这 样 的 同 构 可 以 由 M” 上 的 Riemann 
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度量 9 诱导 产生 : 
Fy: TM? 5 N(M”), 


(p, v) = (v, Je 区 


这 里 F(p, v) (X) = (v, X) 对 所 有 X € T,(M") 成 立 . 所 以 Fy 是 个 微分 同 胚 ， 从 
而 Qg = FR oQ 是 TM” 上 的 一 个 辛 结构 ,mg = FY ons 则 称 为 TM” 上 的 接触 形 
st (RA TM” 上 的 Liouville Ex). 

我 们 将 证 明 TM” 的 测 地 流 将 保持 辛 结构 Og 和 接触 形式 ng ABE, 从 而 测 地 流 
保持 TM” 的 体积 元 素 不 变 . 


5.1.4” 测 地 流 在 TM" 中 的 导数 向 量 场 


因为 (M",g) 是 一 个 Riemann 流 形 , 所 以 切 从 TM" 有 一 个 被 诱导 的 能 量 函 
数 : 
Ey: TM"5R, 


(w) — glill] 


我 们 还 观察 到 , Og 是 TM” 上 非 退 化 的 二 次 闭 形式 , 从 而 TM" 存在 一 个 唯一 的 向 
HS Zy 使 得 
QO5(Z5,-) = -dE,. 


定理 5.2 ”假设 (M, 9) 是 个 Riemann 流 形 , 再 假设 测 地 流 (Orien 和 向 量 
场 Z, 如 上 所 述 . 则 我 们 必 有 


ur = Zy. (5.1) 


证 明 ”因为 所 期 望 的 等 式 (5.1) 的 两 端 都 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 , 所 以 我 
们 只 需 证 明 (5.1) 在 某 个 局 部 坐标 系 下 成 立 . 

假设 {(z1,… ,zxn)} 是 M” 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 双 切 从 TM" 上 的 任何 一 个 
向 量 场 可 写成 


Z= (viz 十 vix) (5.2) 
gat Ox; Ov; 
注意 到 
0? E, OE, = 1 Ogkj uu 
OviOv; Jij» Ox; dx; ^? k 
(zv) k=1 
和 


OPE “Og: 、 1 
2 一》， ae 这 里 Eg = 过》 gjnv;0e- 
kc ST 2 kj 


85.1. 测 地 流 和 切 从 上 的 辛 结构 


回忆 一 下 , 由 定义 
Q,(Z,,-) = -dE, 
和 
Qg = F7 (dvi ^ dai : + dun Adzn), 

我 们 得 出 a5 

tlg (2, a) C RS 

a(z ih) =H 
& (9) 为 (giz) 的 递 矩 阵 . 方程 组 (5.5) 和 (5.2) 给 出 

Y?(Zj) = vj, 


我 们 再 回忆 一 下 Christof 符号 可 写成 


i Og , Ogj! — Ogjk 
T flle il NNLLA Jj 
Tak = 2» (o TL Ou 


由 (5.6) 和 (5.7) 推出 


Y4(2,) zo Uj, 
= 5 TRV 0k 
j, k=1 
最 后 我 们 得 出 
ZI = Djgt;tk | 
i=1 50$ k=1 
从 而 Z, XE TM" 生成 的 流 (p(t), v(t) 满足 
dx; 
dt Ui, 


dx; -2 uy dx; doy 
dt? -> Dec p» Lr 


j,k-1 


这 恰恰 是 我 们 在 第 一 章 导 出 的 测 地 线 方 程 . 因此 


证 毕 . 


(5.5) 


(5.6) 


(5.8) 
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5.1.5“ 测 地 流 的 Liouville 不 变 定理 

我 们 在 这 一 节 要 说 明 测 地 流 {94} 会 保持 多 个 几何 不 变量 . 

定理 5.3 ( 辛 结构 不 变 定理 ) 令 {4} O4 和 ng A Riemann 流 形 (M", 9) 诱导 
的 在 TM" 上 的 测 地 流 、 辛 结构 和 接触 形式 . 则 


| Pr (0g EX Qg, 
(5.9) 
etm... i To sam 
对 所 有 上 上 成立. 
证 明令 Cz, AEH Z 方向 的 李 导 数 . 我 们 只 需 证 明 
E E 
(5.10) 
£2575) s E 


由 李 导 数 的 定义 , 我 们 可 以 算出 


Lz, Qg Z d[Qg(Zy, -)] F dg(Zg, "s -) 


这 里 我 们 用 到 下 列 事实 : 

(1) 辛 结构 Qg = FFO 是 闭 的 (恰当 的 ), BE dQ, = F(Q) = Fè (ddn) = 
d(dF7 a) = 0; 

(2) d = 0. 

按照 定义 , 对 所 有 X € Tu, TM”), 我 们 有 


m" = (v, m. (X))5. 


1g (X) 
根据 李 导 数 的 定义 , 我 们 有 
Cz, | age — (do iz, * iz, o duy]... 
= div s. (25))]..... Qs (Zu. ) 


Sa eem 
=0. 


Mn 


证 毕 . 


85.2 ” 闭 测 地 线 -85> 


引 理 5.4 iz (M",g) 是 一 个 完备 的 Riemann 流 形 , Qg 为 TM" 的 辛 结构 , n, 
ATM" 上 的 接触 形式 . 假设 G 是 TM" 上 9 诱导 的 度量 . 则 (TM”, G) 的 体积 元 
BA OP = anQg ^*^ Os. 同样 地 , (SM",G) 的 体积 元 素 为 bwmg ^ Q5 ,这 里 an 

—— 


nix 
和 b 是 只 依赖 于 n 的 常数 . 
证 明 我们 要 证 明 
dvolg = 05. (5.11) 
所 期 望 的 (5.11) 的 两 端 不 依赖 于 局 部 坐标 系 的 选取 . 对 任意 一 点 Ps M”, 我 们 可 
以 用 指数 映射 
Exp,: R” > M” 


诱导 地 测 地 坐标 系 {(x1,… ,zn)}, 此 时 Christof 符号 (D5,()) 有 性 质 TY (0) = 0, 
这 里 p = Exp,0. 简单 的 计算 表明 


a, ENE A qedugsStm 
P,v 
和 
dvolc|， ) = dvi A day A++ Adun A don, 
p,U 
从 而 
(n)dvolg| = Q4 A- ANg. 
(p,v) — 
nK 
、 , ; 1 
关于 dvole| = buno AON? 的 证 明 类 似 , 故 略 去 . 更 进一步 计算 表明 an = D 
1 


n—1) 
as 5.5 dece 设 (M^, g) 是 一 个 完备 Riemann 流 形 , {9} ETM" 
中 的 测 地 流 . 则 测 地 流 {b beer 保持 (TM, G) 的 体积 元 素 不 变 , 而 且 保 持 (SM”, Gs») 
的 体积 元 素 不 变 . 
上 述 定理 5.3 和 推论 5.5 通常 被 称 为 Liouville 定理 . 


85.2 闭 测 地 线 


我 们 已 经 看 到 闭 测 地 线 的 研究 在 大 范围 几何 研究 中 起 了 重要 作用 . 例如 对 单一 
半径 的 估计 以 及 著名 的 Synge 定理 的 证 明 . 本 节 的 一 个 主要 目的 是 要 导出 下 列 结 
R. 
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定理 5.6 (Lusternik, 1951) 假设 (M”, g) 是 个 紧 Riemann 流 形 , 则 (M”, g) 必 
具有 一 条 非 平 几 的 闭 测 地 线 . 

我 们 将 由 浅 入 深 地 导出 定理 5.6. 首先 考虑 一 个 特殊 情况 . 

引 理 5.7 如 果 (M",g) 为 一 个 紧 的 Riemann 流 形 而 且 M" 有 非 平 凡 的 基本 群 
Ti(Mn) 关 0, 则 (M",g) 有 一 条 不 可 收缩 的 闭 测 地 线 . 

证 明 4 1, =inf{L(o)|o 不 可 收缩 }, 这 里 L(o) 表示 o 的 长 度 . 我 们 选取 一 列 
光滑 不 可 收缩 的 闭 曲 线 0;: S! 一 M" 满 足 

(i) L(ci) < lo + i 

(ii) 0; 的 参数 和 它 的 弧 长 参数 成 正比 ， 

(iii) 0; 属 于 同一 同 伦 类 [wy]. 

这 样 的 序列 是 个 等 度 连续 的 曲线 族 . 因为 M" 是 紧 的 , 由 Arzela-Ascoli 引 理 , {oi} 有 
个 子 序列 (0,3153 收敛 于 一 条 闭 曲线 o. 51 一 M". 这 样 的 闭 曲 线 满足 L(o) = lo. 

根据 第 一 变 分 公式 , o 必 是 一 条 闭 测 地 线 . 当然 o 是 不 可 收缩 的 闭 曲线 , 仍 属 
于 自由 同 伦 类 [e WERE. 

当 (M, g) 是 紧 单 连通 时 , 我 们 将 用 Min-Max 方法 和 Birkhoff 曲线 缩短 程序 来 
导出 闭 测 地 线 的 存在 性 . 为 此 我 们 引进 Birkhoff 程序 . 

在 给 出 Birkhof 曲线 缩短 程序 的 精确 定义 之 前 , 首先 简单 说 明 一 下 该 程序 是 
怎样 工作 的 . 假设 o: S! 一 M" 是 一 条 分 段 光 滑 的 连续 闭 曲线 上 且 它 的 长 度 为 L(o). 
W Inj(M", 9) 2g (M”, g) 的 单一 半径 ， 我 们 取 一 个 充分 大 的 正 整 数 NN 使 得 L(o)/N < 
Inj(M",g), 将 闭 曲线 o 分 成 Y 段 且 每 一 段 的 长 度 为 BOER A qo, 91，… aN 
(= qo). 我 们 接着 把 连 qi 到 qii 的 那 一 段 用 一 段 唯一 的 连 qi 和 qii 的 最 短 测 地 线 
Be n RÆ. 最 后 再 取 测 地 线段 r 的 中 点 po 并 且 将 possis pss 用 分 段 测 地 线 
连接 起 来 , 得 到 一 个 新 的 闭 分 段 测 地 线 6(o), 见 图 15 中 的 闭 虚线 . 显然 6(o) 的 长 
BERT o 的 长 度 , L(o) = L(B(o)) 当 且 仅 当 o 是 一 条 闭 测 地 线 . 

通常 地 ，Birkhof 程序 和 正 整数 N 有关. 如 上 所 述 L(o)/N < Imj(M",g), 这 
里 o: [0,1] 一 M" 是 一 条 分 段 光滑 的 闭 曲线 , 57 = (0, 1]/{0,1}. 下 面 我 们 定义 b(0) 
和 相关 的 同 伦 映 射 使 得 co = o. 01 = p(o). 这 样 的 同 伦 {0s}o<s<1 还 会 满足 当 s1 < 
s2 If L(os,) 2 L(os,). 

我 们 首先 假设 o: [0,1] 一 M" 的 参数 和 o 的 弧 长 参数 成 正比 . 如 果 不 是 , 第 
一 部 分 的 同 伦 就 到 为 重新 参数 化 . 我 们 定义 o, 为 唯一 分 自 测 地 闭 曲线 使 得 (3) 

1 


=o ($) RB I= LES Msc m os 由 下 列 分 式 给 定 ， 


85.2. 闭 测 地 线 .87 . 


i ; N' 
Pel Tee Cil s oped 
[^ N , N^ Se 


SHB rp JBI o (E) Blo (+ St) DERE 并 且 的 参数 定义 为 1 


p. esie SHEE. 最 后 我 们 令 01 为 唯一 HABWE R o (+ zx) 


2N 

1 i1 1 
|_| ME 
2N’ N +z] 的 参 


数 和 弧 长 参数 成 正比 . 类 似 地 , 我 们 像 上 面 一 样 构造 一 个 从 cz 到 ox 的 同 伦 . 
我 们 要 用 下 列 闭 曲线 空间 的 子 集 


AGM”) = (e: S! ^ M"|L,(a) < cj, 


= oy (rg) RIBELER te raa | + 


2 


上 述 讨论 可 以 总 结 如 下 ， 

引 理 5.8 (Birkhoff 收缩 曲线 过 程 ) 假设 正 整数 N 满足 六 < Inj(l",g), 
B: NG(M") 一 AG(M™") 为 如 上 所 述 的 Birkhoff 曲线 收缩 过 程 . 则 

(i) Bs AG(M"),— AS(M") 是 一 个 连续 算 子 而 且 L(8(0)) 关于 o 连续 

(ii) 8 和 恒 等 映 射 id AGC") > ASQ) 同 伦 等 价 . 特别 地 , o 和 (0) 自由 同 


(iii) 如 果 o € A; (M), W L(B(o)) < L(o), 等 式 成 立 当 且 仅 当 o 是 一 条 闭 测 地 
下 面 我 们 用 引 理 5.8 和 Birkhoff 的 Min-Max 方法 导出 定理 5.6 的 特殊 形式 . 


命题 5.9 ”假设 9 是 球面 S? 上 的 光滑 Riemann 度量 , 则 (S?,9) 有 一 条 非 平 
凡 的 测 地 线 . 
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证 明令 d = min a". =}. 这 里 Ko = max{K,(p)}. JI ðo A 
于 (52,9) MER, 即 任何 度量 圆 盘 Bao) 是 个 凸 集 ， 特 别 地 , 如 果 os 51 一 S? 
是 条 闭 曲 线 目 v AKE L(o) < ôo, 则 序列 8(0), 8*0), = 8 (0), 必然 收敛 到 一 
条 平凡 闭 曲线 , 即 点 曲线 

现在 我 们 取 一 个 从 单位 球面 52(1) 到 S? 的 微分 同 胚 F: 52(1) -，S2( 图 16). 
记 S?(1) = (y, z) |i? $y? + 2? = 二 .我 们 视 [-1,1] 和 前 半 水 平 圆周 (ns yz) € 


S?(1)z = 0,2 > 0} 等 价 , 则 三 诱导 了 一 个 映射 


) — qiie 


图 16 


F: ([-1, 1/{1, 719) > (A, (S?), Ag(S?)) 
y> Pisa 2 
ii 
e= max (LU Gy ))t- 


NUN 充分 大 , 使 得 $ « Inj(S?, g). 记 


一 一 k . . 
lk = Jue Ee o F(-9,)). 


很 显然 , 对 所 有 k, lk > 0. 否则 的 话 , BOF 会 收缩 一 族 点 映射 . 从 而 deg(8 o F) = 0. 
由 引 理 5.8 得 知 , 8^ o F 同 伦 于 F, deg(F) = deg(8* o F) = 0, FET F it A 
的 假设 , 因此 我 们 必 有 
Rzut (5.12) 
WAP k 成 立 . 显然 (sexi 是 个 递减 序列 , 从 而 ， lk = ê > ôo > 0. 
对 每 个 , 选取 yi € [-1, 1] 使 得 


L(B**! o F(-, ye41,*)) = lett. 
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S ox = OFC yr) BUS (ox) 等 度 连续 , {on} 有 个 子 序列 (o, ) 使 得 jim ex, = 
ô. 注意 到 
L(8(8)) = L(B(Jim ox,)) = L( lim Blon,)) 
= lim 41 = = L(8). 
Ean 
根据 引 理 5.8, 6 必 是 一 条 测 地 线 . 证 毕 . 
受到 命题 5.9 的 启发 , 我 们 现在 可 以 完成 定理 5.6 的 证 明 . 
定理 5.6 的 证 明 由 引 理 5.7, 我 们 可 以 假设 M” 是 紧 单 连 通 的 光滑 流 形 . 
令 zp(M") 为 流 形 M" BS k WEER, Hi(M”, Z) Jy M" 的 阶 下 同 调 群 .代数 
拓扑 中 有 个 著名 的 Hurewicz 定理 :“ 如 果 m;(M") = 00 1 « à € k— 1 hy, M 
WA HM") = a(M") = 0X 1 < ig k—1 成立 , HAY i = 时 zi(M") = 
Hy(M")* . 因为 M" 是 紧 单 连通 流 形 , 我 们 更 观察 到 Ha (M”, Z) = ZA 0. 所 以 
ko = inf(k > 2|H,(M”,Z) z 0) > 2. 
由 Hurewicz 定理 得 出 
ko = inf{k > 2| (M",Z) #0}>2. 


取 一 个 光滑 映射 FS (1) 一 M" B. F GR m (M?) 中 的 一 个 非 平凡 元 素 . 
令 BI Sy RA 中 的 实心 单位 球 BA} = (pe R^" [lp] <1}. Ee x^ = {e = 
(zo zi) € R**!|lz]|] = 1,20 > 0,21 = 0). 则 x^-* 同 胚 等 价 于 Bt. 从 而 光滑 
映射 五 诱导 一 个 映射 

F. (8"1,8B*-*) A) NO 
其 实 对 每 个 p e BR = yh- C Sk) c Ri1 都 存在 唯一 的 圆圈 垂直 于 超 平 
面 (a = 0) 并 以 p 为 起 始点 . UN. 充分 大 , 使 
max(L(F(p, ))) 
N 

我 们 已 经 指出 OM, 9) 的 凸 半径 do > 0. 对 每 个 pe X^, RITA Flp) = 

8) o F(p,-) 和 


< Inj(M", g). 


l; = max L(Fj(p..)). 
pext-i 


因为 是 代表 mM”) 中 的 非 零 元 素 , 所 以 可 以 证 明 


lj > ðo 


. 90 . 第 五 章 Riemann 流 形 上 的 测 地 流 


对 所 有 j 成 立 ， 否则 BÀ oF: (BR-1,0BR-!) 一 (Ay(M") ,Mn) 是 平凡 元 素 , 由 引 
H 5.8 得 出 卫 是 平凡 元 素 , 矛盾 . 
类 似 于 命题 5.9 的 证 明 . 我 们 取 o € Image(9* o F) 使 得 


LBo0) = max {LP o F(p))}, 


从 而 (o5) 等 度 连 续 , 由 Ascoli 引 理 , 存在 一 个 收敛 子 序列 oj — ô. 由 引 理 5.8 得 
Hi L(ô) = L (lim o) = Jim L(o,) < lim t, = 这 里 我 们 用 到 了 “{4} 是 递减 
序列 " 的 事实 . 另 一 方面 , 我 们 也 有 

L(oj;) 之 L(oj; 41) 一 L(B Q Tj;), 
Di 


lim L(o;,) > jim bo l; 


i— +00 
综合 上 述 不 等 式 , 我 们 得 出 


L(6) = lim Z(oj) = i. 


2 


最 后 , 我 们 观察 到 
L(Boó) = lim L(G 003,41) = lim lj, = i = L(8). 


根据 引 理 5.8 (iii), 我 们 断言 6 必 是 一 条 闭 测 地 线 并 且 具 有 长 度 L(6) — L2 09 > 0. 
证 毕 . 


85.3 Fos WIE A Hopf 猜测 


在 本 节 中 , BT — PCE S A OE WEY Hopf 猜想 . 

根据 命题 3.3, 我 们 可 以 给 出 无 共 因 点 流 形 的 一 个 等 价 定义 . 

定义 5.10 ”假设 (M",g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 . 如 果 指 数 映射 

F=Exp: TM” M" x M", 
(p, v) > (p, Exp,v) 

具有 非 退 化 (或 满 秩 ) 的 导数 ( 即 det Fx|(p,v) # 0 对 所 有 (p, v) € TM” 成 立 )， 则 
PE (M”, g) FEATS A HIB. 

Tell TE FCA — Ee TCE A IE BY BP. 假设 (M. g) 是 完备 的 Riemann 流 形 且 
(M^, 9) 具有 非 正 曲率 . WR (J(0)) 是 在 一 条 具有 单位 速度 测 地 线 o 上 的 一 个 Jacobi 
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场 , 并 且 设 J(0) = 0 和 ||J(0)]| = 1, 则 由 Rauch 比较 定理 , ||J(0]] > t. 所 以 测 地 
Bo 上 无 任何 o(0) HSER. 我 们 立即 得 到 下 列 结果 . 

引 理 5.11 WR (M", g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 且 具有 非 正 曲率 , M (M?",9) 

在 1948 ^E, E. Hopf 提出 了 下 列 猜 测 : 

猜测 5.12 WÈ 9 是 在 ” 维 环 面 T" 上 的 光滑 度量 并 且 (T", 9) BHMA, 
W (T^, 9) 必 为 一 个 平坦 流 形 . 

需要 指出 的 是 R. Gulliver 在 1975 年 在 高 亏 格 的 紧 曲 面 M? 上 构造 一 族 Rie- 
mann 度量 g 使 得 (M?, 9) DEIS, 但 度量 9 的 曲率 的 符号 有 正 也 有 负 , 即 存在 两 
点 pi p2 € M? 使 得 Ky(p1)Kg(p2) <0. 当然 Gulliver 的 例子 M? 不 同 胚 于 二 维 环 面 . 

当即 = 2 时 , Hopf 猜测 5.12 是 下 列 定 理 的 推论 . 

定理 5.13 (E.Hopf, 1949, n = 2, L.Green, 1958) 假设 (M",9) 是 一 个 紧 流 形 
HAHAA. 则 (M, g) 的 总 纯 量 曲率 为 非 正 , 即 


Scal,(p)dvol < 0 
Mn 


等 式 成 立 当 且 仅 当 (M^, g) 是 平坦 流 形 . 
证 明 我们 首先 在 单位 切 从 SM” 上 定义 一 个 对 称 二 次 形式 值 的 函数 
IL SM" eM"), 
(p, v) > Ip. 


对 任何 给 定 的 《= (p, v) e SM", 我 们 考虑 测 地 线 o(t) = Exp, (tv) 并 且 考 虑 相应 的 
半空 间 » : 
+00 
B; = |] Bo). 


t 之 0 
这 里 (Mn, 9) 是 M" 的 万 有 覆盖 空间 并 且 具 有 9 的 提升 度量 o. 
由 距离 函数 三 角 不 等 式 , 可 以 证 明 当 t <t 时 有 


Bi, (o(t1)) C Bis (o(t2)). (5.13) 


任 取 一 个 单位 向 量 w € T;M",w LL v, 由 包含 关系 (5.13) 得 出 ulw) = Hos, (o (0) (w, w) 
是 个 单调 递增 函数 , 这 里 hi(w) = —(Vuw,o'(0), t > 0. BS 


n—e(w) = Hag, (o(-2))(w, w) = —(Vww,0'(0)), 
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类 似 地 可 以 证 明 , he(w) < n—-(w). 因此 hi(w) 单调 递增 上 有 界 . 所 以 我 们 定义 OBe = 
He 的 二 次 形式 为 


He(w, w) = Ios, (w, w) = jim. Tag, (o(t)) (w, w). 


假设 {or} ESM” 的 测 地 流 , 由 Gromov-Bishop 定理 的 证 明 , 我 们 知道 Io 满足 
所 谓 的 Riccati 方程 , 即 
I4, (e) + Hye) + R(t) = 0, (5.14) 


这 里 我 们 把 Ug, qe C. -) 看 成 (n — 1) x (n — 1) WITRE RE. 
如 果 {Ei(t)} Æ olt) = AlE) = Exp, (tv) 上 的 正 交 平行 量 场 且 E«(t) = o (t), W 
我 们 有 


Rij(t) = (R(Ei, 0')E;, 0°) = (R(c', Ei)o  , Ej) 
和 


矩阵 R(t) 的 迹 为 Ricci 曲率 tr(R(t)) = Ric(e'(t), a'(t)). 类 似 地 , 极限 球面 (Horo- 
sphere) OB, 的 第 二 基本 形式 Te 的 迹 为 OBe 的 平均 曲率 . 用 几何 不 等 式 


(n = 1)02 + AZ M 1) 2 Ar te + Mx)? 


我 们 得 到 


1 
(trIIw (e))' 十 - (trILy (5)? + Ric(o' (t), o' (t)) < 0. (5.15) 


回忆 一 下 $5.1 中 的 Liouville 不 变 理论 , 我 们 得 出 
1 
n | (trIL;, (ey) dvols mn» dt — j {trIly, (e) = trile}dvolgagm 
0 SM” SM” 


a (trIL;, (e))dvols yr» -f (trIlg)dvols ym 
SM” SM” 
= 0. 
(5.16) 
最 后 我 们 得 出 


Scalgdvoly» = an f. Ric(£, £)dvols m» 
M^ SM” 


=o, f Joss Ric(#:(€), d:(€))dvolgarn 


< if | (trIl,(¢))?dvolgarn dt <0, (5.17) 
n— 1 0 SM” 
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这 里 an 是 个 只 和 维 数 相关 的 常数 . 
等 式 (5.17) 和 (5.15) 同时 成 立 当 且 仅 当 


| (trlly,(¢))? =0, a.e., 


II, (e) = A(t)1, a.€., 


(5.18) 


即 Ig, (£) = 0, 从 而 根据 Riccati 方程 有 曲率 算 子 Roo = (Ri (t)) = 0 几乎 处 处 成 
X. 

由 (M^, g) 光滑 , HRA Raol) 关于 上 连续, 从 而 曲率 算 子 Roe.) E 
XS 证 毕 

顺便 提 一 下 , E. Hopf 在 1948 年 犯 了 一 个 错误 , 声称 上 述 证 明 中 的 函数 Me (C, -) 
是 关于 上 连续 的 . 其 实 , 将 近 40 年 以 后 , 在 Ballmann, Brin 和 Burns 在 Gulliver T 
作 的 基础 上 构造 了 一 个 反例 , BIDUUE 6762598 S3 E57 2 BEI, Te 不 连续 , 仅仅 是 可 积 

在 1994 年 , Hopf 猜测 5.12 HAH Burago 和 Ivanov. 解决 , 参见 文献 [BI]. 


习 题 五 
( 含 未 解决 的 问题 ) 


1. (i) BEF: R^ 一 M” 是 一 个 局 部 微分 同 胚 ( 即 det [F(z)] A 0 对 所 有 x 成 立 ), 再 假 

设 A” 是 单 连通 的 . 问 FP: R — M" 是 否 是 一 个 整体 微分 同 胚 ? 

(ii) 假设 (I^, gj) 是 一 个 单 连通 的 完备 Riemann 流 形 和 假设 (MX", 5) JOSE, 问 指数 映射 
Expp: TpM” — M” 是 否 是 整体 微分 同 胚 ? 

(iii) 令 S" 为 n 维 单位 球面 (n > 2). ILS". LETA- 4 76368 UH BERE? 

2. (i) 假设 (M", 9) 是 一 个 完备 的 单 连通 的 无 共 轧 点 的 流 形 . 任 取 M” 中 的 两 点 p 和 a, 
问 (M^, g) 中 有 几 条 从 p 到 9 的 测 地 线 ? 

(ii) $ (M^, g) 是 一 个 完备 的 Riemann 流 形 , 假设 对 M" 中 的 任何 两 点 {p,q} € M, 都 存 
在 唯一 的 测 地 线 相连 . 问 M" 是 否 单 连通 ”再 用 定理 3.1( 见 $3.1) 证 明 (M",9) AHILA. 

3. (i) 假设 h Al h 为 两 个 光滑 函数 满足 h(0) = R(0), h'(0) = h'(0) = 0, 再 假设 h(z) > 
h(a). 间 h"(0) > h"(0) 是 否 成 立 ?( 提 示 : 用 Taylor ER.) 

(ii) 如 Q f O J& R? 中 两 个 有 光滑 边界 的 子 集 且 Q CO. 再 假设 OO 和 OQ 相交 (当然 相 
切 ) 于 po 点 . 证 明 


koo(po) < kaa (po); 


Noo), Y: [75,2] ^ 00 是 00 的 弧 长 参数 表示 满足 v(0) = po, Nog 为 
Nas Ez (0, —1)). 


这 里 koo(po) = (Ww "|po 
外 法 单位 向 量 (在 图 中 ， 
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图 17 
4 (用 一 个 Jacobi 张 量 找 出 另外 一 个 Jacobi 张 量 ). (i) 假设 yi (t) 是 二 阶 齐 性 方程 十 ky = 
0 的 一 个 解 , 用 变 参 数 方法 y2(t) = c(t)yi(t) 导出 另外 一 个 解 
E] 
=n) f He 
(ii) 假设 o: R 一 M" 是 一 条 测 地 线 , (E; (t)} 是 沿 c 上 的 一 组 正 交 平行 向 量 场 ( 即 Vo E; = 
0). $ Rij(t) = (R(o'", Ei)o’, Ej), A(t) = (aij(t)) 为 Jacobi 方程 


A” (t) + R(t)A(t) = 0 (5.19) 


AQ f A^) (s)]*ds 


是 Jacobi 方程 (5.19) 的 另 一 解 且 满足 Be(c) = 0. 从 而 Jacobi 方程 (5.19) 的 通 解 为 


的 一 个 解 . 当 det.A(t) #0 时 , 证 明 


A(| e [f 4^ AW )*dsO1 + Co| ， (5.20) 


这 里 4* 为 A 的 旋转 阵 , 即 az; = aj, Ci 和 Cs 为 常数 矩阵 .( 公 式 (5.20) 在 几何 中 , 尤其 对 测 
地 流 的 研究 有 着 极为 重要 的 作用 .) 

5 ( 闭 测 地 线 和 等 距 变换 的 轴 ). 假设 (M”, g) 为 一 个 完备 的 Riemann 流 形 和 假设 p: M" 一 
M" 是 一 个 等 距 变换 . 

(i) 当 (M^, g) HEHEH, S opa: [0, d(p,g)] 一 M" 为 唯一 的 从 卫 到 q 的 测 地 线 
段 ,并 令 


he(p) = d(p, e(p)). 


用 第 一 变 分 公式 找 出 Vh. 

(ii) 证 明 点 了 是 hu 的 一 个 临界 点 当 且 仅 当 (o (p), p, e(7)) 落 在 同一 测 地 线 o E. 

(iii) WR (poo)(t) =o(t +c) HAA t R, 则 称 o 是 等 距 变换 yp 的 一 个 轴 , 设 (M^ g) 
为 紧 Riemann 流 形 , r: M” > M" 是 万 有 覆盖 映射 , p € m (M"). 如 果 o: R M" J& v B8 
一 个 轴 , 证 明 v o 为 代表 [o] 的 自由 同 伦 类 的 闭 测 地 线 . 
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(iv) 用 引 理 5.7 证 明 , 如 o € m (M7), 则 必 存 在 一 条 o 的 轴 o: R 5 M". 

6 (O'Sullivan 定理 ). 4 (M",g),(M",9) 和 ww WE. 

(i) 假设 y € m (M?) 是 基本 群 m (M) 的 一 个 中 心 元 ( 即 ev = ve 对 所 有 v 079 成 
XE). 令 he(x) = d(x, y(x)). 证 明 


PetV(Z)) = hy-1 py (2). 


问 当 y € m (M?) 为 中 心 元 时 , ho: M" > R 有 上 界 吗 ? 
(ii) 假设 o 是 y 的 一 轴 , xo € o 是 ho 的 一 个 临界 点 , xo = olto). 4 (M", g) TEESE, 
证 明 对 所 有 ye M”, k € Z 正 整数 , 都 有 下 列 不 等 式 


kd(xo, v(xo)) = d(a(to), c (kc 十 to)) 


k—1 


< d(zo, y) + V, d(y’y, c! * y) + d(o*a, oy) 


j=0 


< 2d(zo, y) + kd(y, e(y)). 


(iii) 24 (M^, g) 263686 s. 任何 hy 的 临界 点 zo 是 ho 的 全 局 (绝对 ) 最 小 临界 点 吗 ? 
(iv) 设 (M, 9) IARR o < m (M) 是 个 中 心 元 . 用 (i) ~ (ili) 的 结果 说 明 hy (z) = 
C 是 常数 . 再 说 明 (M", 9) 中 的 每 一 个 点 都 有 一 条 闭 测 地 线 通过 . 从 而 有 纤维 从 


S! 一 M" 一 M"JS!, 


(v) (Hopf 弱 定理 ) 假设 (M"，9) RAISE, m (M7) - 26-6 Z =Z”. 证 明 M" 
"次 

和 环 面 同 胚 ，( 即 证 明 QNI", 9) 的 每 一 点 p AWA n 个 不 同方 向 (线性 独立 ) 的 轴 通 过 .) 

注 “ 上 述 结果 (v) 在 Hopf 猜想 的 证 明 中 起 了 很 重要 的 作用 . 

7 (未 解决 的 问题 ) 4 S? 为 3 维 球面 , 9 是 S? 上 的 一 个 光滑 度量 ， 试问 (57,9) 上 是 否 有 
无 穷 多 条 不 同 像 集 的 闭 测 地 线 ? 如 果 (M”",g) 为 一 个 紧 光 滑 Riemann 流 形 , 问 (M", g) 是 否 具 
有 无 穷 条 不 同 像 集 的 闭 测 地 线 ? 

8 (未 解决 的 问题 ) A X? 是 一 个 亏 格 > 2 的 闭 曲 面 , (22, 9) 具有 非 正 曲率 . 间 SD? 的 测 地 
线 流 {be} 是 否 是 遍历 (ergodic)? ( 即 任何 一 个 SH? 中 的 (óc) 不 变 的 可 测 集 Q( 即 4:2 c 9) 
是 否 必 具 有 零 测度 或 全 测度 ? 即 是 否 有 vol (9)[vol(S5? — D)] = 02) 
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关于 非 正 曲率 的 研究 在 过 去 的 30 年 已 经 取得 了 很 多 成 果 . 本 章 选 了 几 个 课题 
作 些 简介 . 


96.1 测 地 线 、 非 正 曲率 和 负 曲 率 

在 本 节 中 , 我 们 要 导出 几 个 在 本 章 中 经 常用 到 的 工具 . 它们 分 别 是 三 角 比 较 定 
理 、 凸 函数 定理 和 由 凸 性 引出 各 式 各 样 的 推论 . 

6.1.1 三 角 比 较 定理 

首先 我 们 要 把 第 二 章 中 的 Rauch 比较 定理 应 用 到 单 连通 非 正 曲率 流 形 上 去 . 

定理 6.1(Cartan-Hadamard) 设 (M^, gj) 是 个 完备 的 、 单 连通 的 Riemann 流 
形 且 具有 非 正 曲率 , 则 指数 映射 

Exp,: T, M^ >M” 

是 个 距离 增加 映射 , 特别 地 , M" 是 全 局 同 胚 于 R” = T,M", Exp, 是 个 全 局 微分 同 
We. 

证 明 S {(t,0)} AR” 的 极 坐标 系 , 这 里 O e S"-1(1). 则 我 们 只 需 证 明 

F = Exp: R” > M”, 
(t, 9) — Exp, (t9) 

是 距离 增长 映射 

设 5 是 S"-!(1) 的 单位 切 向 量 . 由 Gauss 引 理 


CORON 


i= lal 
F,—|| =|= =1 
8t 8t i 
我 们 只 需 证 明 ^ 
F, | — pm (=l =1. 1 
(ae) [> |a («m 
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任 取 一 条 从 出 发 的 测 地 线 ce (1) = Exp, (£6). 则 I(t) = Fle) (2) gio 
的 一 个 Jacobi 8j. 它 满足 JO 0,0) = E Lo) & OM = [| = 1. 8 


AK <0, 根据 Rauch 比较 定理 , 我 们 有 


0 
一 -一 || = 之 
dra | IION > t, 


故 得 出 (6.1) 成 立 . 因此 ||Felc.eyvll > loll 对 所 有 vlt, 0) € R” 成立. 因为 R* 和 M” 
都 单 连通 , Be F 必 是 一 个 距离 增加 的 全 局 微分 同 豚 ， WERE. 
因为 定理 6.1, 所 以 单 连通 的 非 正 曲率 流 形 (M^, 9) 通常 称 为 Cartan-Hadamard 
流 形 . 根据 定理 6.1, 我 们 可 以 导出 关于 Cartan-Hadamard 流 形 的 Cosine 规则 . 
推论 6.2 ( 非 正 曲率 的 Cosine 定律 ) 假设 (M”, g) 是 个 Cartan-Hadamard jfi 
JE, Dare 是 M” 的 一 个 测 地 三 角形 . 如 果 Dave 相 邻 两 边 长 度 为 a 和。, 且 如 果 夹 角 
为 9, 则 他 们 对 边 的 长 度 c 满足 


c? > a? +b? — 2abcos0. (6.2) 


WEB] 假设 Aav 的 相 邻 两 边 相 交 于 顶点 p 处 , 和 假设 Aave 的 另外 两 个 顶点 
Jg v y. 由 定理 6.1 得 出 
F: R® 一 M”, 


v — Exp,v 


是 个 距离 增长 映射 . 设 2* = FO (x) fü y* = Ft (y). 
考虑 在 R? 中 的 以 {O,2*,y*} 为 顶点 的 三 角形 简单 计算 表明 e = d(x*,y*) = 
va? + b? 一 2abcos0. 最 后 我 们 推出 


c= d(F(a*), F(y*)) > €= Va? + b? — 2abcos0. 


证 毕 . 

我 们 要 指出 的 是 : 不 难 证 明 c? = a? + 0? — 2abcos0 成 立时 , 测 地 三 角形 Aac 
Dake M" 中 的 一 个 全 测 地 的 平坦 2 维 实心 三 角形 . 

下 面 我 们 讨论 Cartan-Hadamard 流 形 的 测 地 三 角形 的 内 角 和 . 

推论 6.3 (内 角 和 定理 ) 假设 Aac 是 Cartan-Hadamard 流行 中 的 一 个 测 地 三 
角形 , 则 Ace 的 内 角 和 必 小 于 或 等 于 m. 当 内 角 和 为 + 时, Aare 必 张 成 一 个 全 测 
地 的 平坦 2 维 三 角形 . 
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WEB] 假设 Aue 三 边 的 长 度 分 别 为 {a,b,c}, 它 的 三 个 内 角 为 {01, 02, 03}. 
取 RR” 中 相应 的 三 角形 , 其 边 长 也 是 {a,b,c}, 但 相应 的 内 角 为 《6 由 ,好 } (图 18 
所 示 ) 显然 在 欧 氏 平面 R^ 中 从 十 贷 十 贷 二 7. 因此 我 们 只 和 需 证 明 


假设 长 度 为 c 的 边 是 内 角 05 的 对 边 . 由 Cosine 定律 得 出 
a? +b? — 2abcos63 < c= a? + b? — 2abcos 63, 

从 而 得 出 — cos 63 < — cos 03. 也 就 是 说 , 03 < 05 成 立 . 类 似 地 我 们 也 可 以 证 明 01 < 
0; 和 Oo < 05, 因此 不 等 式 (6.3) 对 i=1,2,3 成 立 . 

等 式 成 立时 的 情形 , 留 作 习题 . 证 毕 . 

6.1.2 ”距离 函数 的 凸 性 与 非 正 曲率 

我 们 在 本 段 中 对 非 正 曲 率 和 距离 函数 以 及 凸 性 之 间 的 关系 将 作 个 深入 的 讨论 . 

定理 6.4 (i 假设 (M”, 9) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 且 具有 非 正 曲率 , {7(t)} 
是 沿 着 测 地 线 o 上 的 Jacobi 场 , 则 


d? 
5514 ()I > 0. (6.4) 


(i) 反之 , 如 果 (M",g) SEGUE EAERI o 和 o 上 的 任何 Jacobi 
场 都 有 L| JC > 0, 则 (M",g) 必 具 有 非 正 曲率 
证 明 ”直接 的 计算 表明 
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n 1 / (J, IY 
e ya EI m- i 
D EE 
_ ^s Do! DAI? = (3,79 + NFP 
VP 
(i) 当 曲 率 为 非 正 时 , -(R(c', J)o’, J) > 0, 从 而 
PiN 


dt? 
(ii) 反之 , 如 (6.4) 对 所 有 Jacobi 场 成 立 . 对 任何 p = o(0), E Lo (0), 我 们 需 
要 证 明 
K(c', E) = (R(o', Bo E) < 0. 
Ko 上 的 一 个 Jacobi 场 {J(t)} 满足 J(0) = E, J'(0) = 0. 则 由 上 述 计算 得 出 
d? || J|| aio Eat, E):-1—0+0 
> d h=0 1 
= —(R(c', E)o', E). 


it 
推论 6.5 (距离 函数 的 凸 性 ) 假设 (M^, 9) 是 个 Cartan-Hadamard WJÉ, oi: IR 一 
M? 是 测 地 线 , 这 里 i = 0,1. 则 距离 函数 


h(t) = hay. (t) = d(eo(t), o1 (t)) 


必 是 个 是 函数 . 
证 明 ”我 们 只 需 证 明 对 任何 a < b, 不 等 式 
(522) < zia) + h(b)]. (6.5) 


A na: [0,1] 一 M" 393€ oola) 到 oi(a) 的 测 地 线段 . 同样 地 , 令 m: [0,1] 一 M^ 为 
从 co(b) 到 o1(b) 的 测 地 线段 , 取 F(s,-): [a,b] + M 为 从 nals) 到 mp(s) 为 测 地 线 
段 (图 19). 则 我 们 有 一 个 单 参数 测 地 线 族 


o(a) a,(b) 
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F: [0,1] x [a,b] — M, 
(s,t) > F(s,t). 
REX HES x os) 是 沿 测 地 线段 F(s0,-): [a,b] > Ai^ 上 的 一 
t€ [a,b] 


个 Jacobi Bj. 根据 定理 (6.4) 得 出 : (A T | 是 关于 CHI — A rai ATT 


OF a+b 1 [OF 
MUR Eos Tene ris 
ye ee 
_l dna |, || dr 
m ds ds 


成 立 . 
W L(n) 为 曲线 7 的 长 度 , 最 后 我 们 得 出 


a+b a+b 1 J| OF a+b 
u ea a fae) 
1 1 
<3|/ as+ f 
0 0 


[h(a) + h(b)]. 


ds 


dna 
ds 


Ju as 


NI= NI 


证 毕 . 
Cartan-Hadamard 流 形 中 距离 孙 数 的 凸 性 有 个 直接 的 应 用 . 
推论 6.6 ”假设 Q 是 Cartan-Hadamard 流 形 M^ 中 的 一 个 闭 凸 集 , 则 
(i) 对 任 一 点 ze M", 都 存在 唯一 的 点 Po(z) € 9 使 得 d(x, Po(x)) = d(x,Q); 
(ii) 最 近 点 投影 
Pa: M” >Q, 
x — Po(x) 
是 距离 减少 映射 . 
证 明 (i) 对 任何 一 点 x 6 M^, 因为 9 是 闭 集 , 故 至 少 存在 一 点 Ye € 9 使 
得 dz, ye) = d(z,Q). 反 设 有 两 点 yo RI yz € Q, 这 里 dlz, 风 ) = d(z,0). 设 oyy 
为 连 yo 和 yt 的 测 地 线段 , z 为 cy. 的 中 点 . FES n [0] 一 M" 为 从 z 到 zx 的 
测 地 线 , 这 里 ! = d(x, z). 两 条 测 地 线段 oyy 和 7 相交 于 oyy 的 中 点 z, 从 而 得 两 
个 新 的 测 地 三 角形 Arry 和 Arry 其 相应 于 在 z 处 的 内 角 为 a 和 a*( 图 20). w 
HR occa? =m. 所 以 至 少 有 一 个 大 于 或 等 于 ©. 不 妨 设 a > 5 则 我 们 由 Cosine 定 
律 得 出 
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yy ape 
2 Us CV y; 


T 


图 20 


d(x, Yz) 2 VP +a? — 2alcosa > l= d(z, x). 
除非 d(yz,z) =a = 0. 这 和 ys J& O 中 离 x 最近 的 一 点 矛盾 . 综 上 所 述 , dye, yz) = 
2a = 0, Q "FE z 最 近 的 一 点 是 唯一 点 . 
(ii) 我 们 只 需 证 明 

d(x,y) > d(Po(z), Pa(y)). (6.7) 
此 时 有 三 种 可 能 . 1) 当 {x,y} C Q BO 的 点 , 不 等 式 (6.7) 自然 成 立 . 2) 4 {x,y} 
中 有 一 点 x & 9, 但 y 4 Q. 此 时 我 们 考虑 测 地 三 角形 Arpan) 由 第 一 变 分 公式 得 
出 该 三 角形 Arypo(y TE Poly) 处 的 内 角 9 必 大 于 或 等 于 (这 里 我 们 假设 Poly) 
是 Q 中 离 y 最 近 的 点 ). 由 Cosine 定律 , 我 们 看 到 

d^ (v, y) > d? (x, Po(y)) + d (y, Paly)) — 2d(z, Paly))d(yPa(y)) cos 0 
之 d? (z, Po(v)), 


从 而 (6.7) 在 这 种 情况 下 成 立 . 3) 最 后 一 种 情况 为 {z, 外 J C MR. & 01 HM Pola) 
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到 z 的 测 地 线段 , o1: [0,1] 一 M". 类 似 地 , & o2: [0,1] 一 M" AM Poly) 到 y 的 测 
地 线段 记 0: 为 测 地 三 角形 Ape ops) 在 Pola) 处 的 内 角 , 类 似 地 定义 92( 图 21). 
根据 第 一 变 分 公式 和 Poal) 的 定义 , 我 们 01 > 和 02 > > 最 后 我 们 令 h(t) = 
d(oi(t), o» (t)). 再 用 第 一 变 分 公式 , 我 们 得 出 (0) = — cos 01 — cos 02 > 0. 推论 6.5 
告诉 我 们 h 是 凸 函数 , 凡 (0) > 0. 从 而 h(t) > o MAPA t > 0, h: [0,1] > R EBB 
函数 . 即 有 


d(Po(x),Paly)) = h(0) < h(1) = d(x, y). 


证 毕 . 

我 们 要 指出 的 是 曲率 Kue < 0 的 条 件 在 推论 6.6 中 起 了 非常 重要 的 作用 , 对 
正 曲率 流 形 (U^, 9), 推论 6.6 的 结论 不 一 定 成 立 例如 取 Q 为 单位 球面 52(1) = 
(Gr. y. z)]a? +y? +2? = 1) 的 上 半球 面 . 9 是 个 凸 集 , 可 是 如 取 g = (0,0,1) 为 北极 ， 
则 无 法 定义 Pola) 使 得 Po: 5?(1) + 0 为 距离 减少 映射 


6.1.3 ”平坦 条 纹 定理 


下 面 我 们 讨论 无 界 凸 集 之 间 几 何 关系 . 让 我 们 首先 回忆 一 下 在 由 子 集 形 成 的 模 
空间 上 的 距离 函数 . 对 (M, 9) 中 的 任何 两 个 子 集 4 和 B, 我 们 定义 两 者 间 Haus- 
dorf 距离 为 

Hd(A,B)= inf{r > 0|U,(A) D B,U,(B) D A}, 


XE U,(A) = {x € M"|d(z, A) < r} AB r 邻 域 

两 条 具有 弧 长 参数 的 测 地 线 {01,02} 称 为 平行 的 当 且 仅 当 Hdlo (R), o2(R)) < 
+00. 如 果 两 个 全 测 地 集 Y, 和 Yo 满足 Hd(Vi, Y2) < +00, 则 称 两 测 地 集 平行 (全 测 
地 集 就 是 凸 集 ). 

定理 6.7 (平坦 条 纹 定理 ) BE (M, g) 为 Cartan-Hadamard 流 形 . 则 下 列 成 立 . 

(1) 如 果 os 和 oo 是 (M", 9) 中 的 两 条 平行 测 地 线 并 且 a = Hd(o1,o2), 则 存在 
一 个 全 测 地 的 等 距 租 入 o: Rx (0, a] 一 M" 使 得 p(Rx{0}) = ex(R) fI yR x (a]) = 
c»(R). 即 两 张 平行 测 地 线 必 张 成 一 个 全 测 地 的 平坦 条 纹 . 

(2) (Eberlein, 1982) 设 Y, 和 了 玖 是 两 个 完备 的 平行 全 测 地 集 , a = H(i, Y2). 
则 存在 一 个 全 测 地 的 等 距 嵌 入 v: Yi x [0,a] > M” 使 得 p(Yi x {0}) = Yi A (Yi x 
{a}) = Ys. 

WEB] ”很 显然 ,(1) 是 (2) 的 一 个 特殊 情形 . 我 们 只 需 证 明 (2). 

全 测 地 完备 集 必 是 一 个 闭 的 凸 集 . 如 果 ci: R — Y; 中 的 一 条 测 地 线 . 根据 推 
ib 6.5, 函数 加 (t) = d(oi(t), Yo) 是 个 凸 函数 . 但 是 根据 假设 Hd(Yi, Yo) = a BHR, 
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所 以 hi: R 一 及 是 个 有 上 界 的 凸 函 数 .六 必 为 常 函数 h(t) = “对 所 有 a 成立 . 类 
似 地 , 我 们 可 以 证 明 ho(t) = a, 这 里 ho(t) = d(o2(t), Y1). 

因 Y, 是 一 个 闭 凸 集 , 故 由 推论 6.6 得 出 投影 映射 Pr， M — Y, 是 距离 减少 
了 映射， 我们 首先 要 证 明 (Py, o Pra) 为 Y: 的 恒 等 映 射 ， 任 取 zi € Yi, H a = 
(Py, o Py,)(a1) A ai. 我 们 考虑 以 三 点 (nis, Py ()) 为 顶点 的 三 角形 . 该 三 角形 
在 顶点 2t 的 内 角 O 必然 大 于 或 等 于 Z. 由 Cosine 定律 ， 


a = d(zi, Py,(z1)) 2 4/a? + d(x, 21)? — 2ad(z,, x1) cos 0' > a. 


除非 v1 = z1, 否则 严格 不 等 式 成 立 , 矛盾 . 因此 Py, o Py, 
可 以 证 明 


= idy,, 同样 地 , 我 们 


Yi 


Py, o Py, 


= 
Y2 


因为 Py, Al Py, 都 是 距离 不 增 映 射 , 由 上 面 等 式 得 Py |y 是 等 距 . 最 后 我 们 定义 


e: Yı x [0,a] > M”, 


(yi, t) > Oy, Pys (yr) (t), 


这 里 ooy: [0,0] > M 代表 具有 单位 速度 的 从 o 到 y 的 测 地 线 . 任 给 v 和 六, 我们 
考虑 另外 两 点 yp = Pra (yı) M yh = Pra (f RE Go i] C Yi DY Vi A Yo UE 
mR, 考虑 由 顶点 (vvi o. yo} 张 成 的 一 维 四 边 形 2( 图 22), 再 因为 Pr o Psy, = 
idy, 和 Py, o Py, |y, = idy,. 这 个 四 边 形 号 在 各 顶点 的 内 角 必 大 于 或 等 于 T. 由 三 
角形 的 内 角 和 定理 (推论 6.3) 得 出 的 内 和 角 和 必 小 于 或 等 于 2r. 从 而 得 出 各 顶点 
的 内 角 恰 为 F E 的 内 角 和 为 2 当 且 仅 当 张 成 一 个 全 测 地 的 矩形 . 而 且 张 成 的 
矩形 恰恰 是 (ww x [0,a]) 从 而 我 们 断定 p: Yi x (0, a] 一 MM" 是 所 期 望 的 全 测 地 
TERA. WH. 


图 22 


在 以 后 几 节 中 我 们 要 用 上 面 讨论 的 几 个 工具 讨论 非 正 曲率 流 形 的 几何 和 拓扑 
结构 , 我 们 从 基本 群 的 无 挠 性 者 手 . 
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86.2 ”基本 群 、Preissmann 和 [丘成桐 定理 


从 Cartan-Hadamard 定理 看 出 , 任何 完备 的 非 正 负 曲率 的 流 形 M" DPI 
盖 空 间 必 同 胚 于 欧 氏 空间 , 从 而 M" 无 高 维 同 伦 群 , 即 M” 是 个 K(r,1) 空间 . 它 的 
FIMES H E KIEA m (M") 唯一 决定 . 非 正 曲率 流 形 M" 的 基本 群 i(M") 有 其 
特殊 的 性 质 


6.2.1 基本 群 的 无 挠 性 及 Cartan 不 动 点 定理 


假设 (M”, g) 是 个 完备 的 Riemann 流 形 , p € m (M) 是 个 非 平凡 元, 即 p 关 1. 
我 们 要 证 明 对 所 有 正 整 数 k y A 1. 即 有 生成 的 子 群 (2) 同 构 于 Z. 这 个 结论 
是 Cartan 不 动 点 定理 的 一 个 推论 . 

定理 6.8(Cartan 不 动 点 定理 ) 设 (M",9) 是 Cartan-Hadamard Fie, G 是 
CD 的 一 个 等 距 子 群 G C Iso(M"). 再 假设 存在 M" 中 的 一 点 p 使 得 G 作用 
XE p 上 的 轨迹 有 界 , 则 G 在 M" 中 必 有 一 个 不 动 点 . 

证 明 RALÉ Gip) 的 闭 包 为 A. 因为 AMR AN 4 必 为 一 个 紧 集 . 考虑 下 
列 函 数 

ra: M”"—R, 


r 一 max{(d(z, a))}. 


再 因为 (M",9) 是 Cartan-Hadamard 流 形 , d(-,a) 是 凸 函数 , 所 以 ra 仍 是 凸 函数 . 
当 z 一 co 时 , 则 ra(z) — oo. 故 ra 有 个 全 局 的 最 小 点 zo. 我 们 断定 zo 是 ra 唯一 
的 最 小 点 , 这 可 以 由 下 列 方法 论证 . 

反 设 74 的 最 小 点 不 唯一 , 存在 xj € M" 使 得 rale) = ralz) = „DE rala). 
4 owows 为 连 xo 到 x 的 测 地 线段 , 取 该 线段 的 中 点 y. 则 由 Cosine 定律 不 难 证 
明 d(g,a) < max{d(z0,a), d(xġ,a)} 这 里 如 图 23 中 所 示 04 + 05 = 7, max{0a, 0%} > 


S He ra (f) < ra(zo) = ra (3), 矛盾 . 从 而 ra 有 唯一 的 最 小 点 co. 


a 
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我 们 观察 到 C(4) = A. 所 以 raA(G(x)) = ra(z). G(xo) 也 是 ra 的 最 小 点 , 从 
而 G{zo} = {xo}, 最 小 点 zo 为 G 的 一 个 不 动 点 ， 证 毕 . 

推论 6.9 如果 (M", 9) 是 个 完备 的 非 正 曲率 流 形 , 则 M" 的 基本 群 m (M) 
是 个 无 挠 群 . 任何 非 平 几 元 素 v 生成 的 子 群 (o) 必 同 构 于 整数 群 Z. 

证 明 S M° 为 M" 的 万 有 覆盖 空间 ,5 为 M" 上 的 9 的 提升 度量 所 以 基 
本 群 ri(M") 是 (M", 9) 的 一 个 离散 等 距 子 群 . 假设 pe mM"), p AL AE 
平凡 元 素 , 令 G = (o) 为 生成 的 子 群 . 若 G 是 有 限 群 , 则 G{p} 是 有 界 点 集 G 
Tk M" 中 必 有 一 个 不 动 点 xo. 但 是 非 平 凡 子 群 G C mi(M") 在 M". 上 无 不 动 点 , 矛 
盾 . 由 此 , G= (e) 必 无 限 , 且 同 构 于 Z. WEH. 

6.2.2 ”交换 子 群 和 Preissmann 定理 

假设 (M",5) 是 个 Cartan-Hadamard 流 形 , 设 o 是 (M", 9) 的 等 距 变换 , 我 们 

ES 


Min(9) = {x € M"|d(z, $9(x)) = m d(y, o(y))}- 
如 果 G 是 (M", 9) 的 一 个 等 距 子 群 , 则 令 


Min(G) = (^ Min(¢). 
ócG 

下 面 的 定理 在 研究 紧 非 正 曲 率 流 形 中 起 了 很 重要 的 作用 . 

定理 6.10 Ky Aly S sa (M) 的 两 个 可 交换 元 素 , 其 生成 的 子 群 同 构 于 Zo 
Z. 假设 (M",9) 是 紧 的 具有 非 正 曲率 的 流 形 , 则 下 列 结论 成 立 . 

(1) Min(@) 是 (M, 9) 中 的 凸 集 且 等 距 于 O x R; v 作用 在 9 x R 是 在 R 因子 
上 的 平行 移动 . 

(2) w[Min(9)] = Min(9), 从 而 Min( 鸭 门 Min(y) 非 空 , H. Min(9) 门 Min(w) SE 
FF D x R?. TE (V, p) 作用 在 R? 上 是 平移 的 . 

证 明 (1) 任 取 x € Min(9), 根据 定义 d(x, y(x)) = c = int (y, e(y))7- 我 
们 以 前 指出 过 z 是 doly) = ad(y, o(y)) 的 临界 点 当 且 仅 当 (o7 (x), p(x)} 落 在 同 
一 条 测 地 线 上 op: 及 一 Min(y). 测 地 线 o. 满足 cz(0) = x fI p(o4(t)) = o«(t ©). 
任 取 {x,y} C Min(9), 我 们 有 相对 应 的 测 地 线 {ox,0y}. 因为 p 是 等 距 的 , 所 以 函 
Bl h(t) = d(ox(t), oy(t)) 具有 下 列 性 质 : h(ke) = d(ox (ke), oy(ke)) = d(y*(ox(0))), 
p* (oy(0))) = d(x, y) = 对 任何 整数 k RA. 我 们 已 经 证 明 A(t) 是 关于 二 的 凸 函数 ， 
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对 任何 实数 t, 取 两 个 整数 {k1, ko} 使 得 ki < 上 < ka. 由 天 的 凸 性 质 , 我 们 有 
h(t) < max{h(k1), h(k2)} = b, 
从 而 Hd(o,(R),o,(R)) =a <b AR. 根据 平坦 条 纹 定 理 6.7 得 出 存在 一 个 全 测 地 的 
SIERRA n: Rx [0,a] 一 M" 181% n(R x {0}) = c (R) Al n(R x {b}) = oy(R). 更 进 一 
步 , 对 每 一 个 se [0,a],n(-, 8): R— M" 是 条 平行 于 oo 的 测 地 线 . 不 难 证 明 vo 保持 
测 地 线 n(R x {s}) 不 变 , n(R x {s}) C Min(y). 最 后 我 们 得 出 n(R x [0,a]) C Min(¢). 
因为 bo(z) = d(x, y(x)) 是 个 函数 , 24 c= In oy Hf, Min(y) = 57 ([0, c]) 


= 65" ({c}) 必 是 一 个 凸 集 . 固定 xo € Min(y), 我 们 取 子 集 
Q = (y € Min(y)|(Expz, y, 07, (0)) = 0}. 
由 上 述 讨论 和 平坦 条 纹 定 理 推出 Min(y) 等 距 于 9 x R. 
(2) AW y Al vo 可 交换 , 我 们 注意 到 
0o(VO) = d(l), pd(2)) = d(x), Vela) = d(x, p(@)) 二 0p(zh)， 
所 以 v(Min()) = Min(y). 


由 (1) 得 出 , Min(y) 是 凸 集 . 4 Po: M" 一 Min(y) 为 投影 映射 , 由 推论 6.6 得 
出 Po 是 距离 减少 映射 , 任 取 x € M", 因为 VMin(p) = Min(o), 不 难 证 明 


Py (v(x)) = vP.(x). (6.8) 


所 以 我 们 注意 到 
õp(Pel2)) = Pela), UP. (2)) 
P, (z), Py (9(2))) (6.9) 
x, p(2)) = y(x). 
由 (6.6) 得 知 Min(z) NMin(Y) z Ø, 其 实 我 们 有 Ps(Min(w)) = Min(z) N Min(v) 3E 
空 集 (因为 Min(y) 是 非 空 集 , 当然 Ps(Min(w)( 非 空 )). 

任 取 一 点 x € Min(p) 门 Min(w), 由 (1) 的 讨论 , 分 别 存在 测 地 线 of 和 oY, 
使 得 o8(0) = z 和 oy(0) = z, 并 且 p 保持 ot 不 变 , o 保持 o? 不 变 ， 由 上 述 
讨论 知 v(Min(z)) C Min(y), 所 以 v oot 是 平行 于 og 的 测 地 线 ， 应 用 平坦 条 
纹 定理 , 我 们 可 以 证 明 (U^ e of(R)}xez 张 成 一 个 全 测 地 的 欧 氏 平面 ， 从 而 对 每 
个 z eMin(y) 门 Min(w), 我 们 都 有 一 个 全 测 地 的 欧 氏 平面 R < Min() N Miny), 
这 里 z < R2，(w, wp) 保持 R 不 变 . 今 Y, = R2, 应 用 平坦 条 纹 定理 , R2, 和 R2, 必 
平行 , 并 张 成 一 个 全 测 地 集 等 距 于 R, x (0, a], 这 里 a = Hd(R2, ,R2,), 


Il 


d( 
d( 
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取 定 一 点 xo € Min(y) N Min(v). 最 后 我 们 令 
D = (y € Min(y)( )Min(#)|(Exp,.'y, R2,) = 0}. 


根据 上 述 讨论 , 我 们 得 出 Min(y) 门 Min(w) 等 距 于 D x R2,. 证 毕 . 

推论 6.11 (Preissmann 定理 ) 假设 (M",g) 是 个 紧 的 具有 人 负 曲 率 的 Riemann 
流 形 , 则 它 的 基本 群 m OM") 的 任何 交换 子 群 必 同 构 于 整数 群 Z. 

证 明 因为 曲率 为 负 , 由 Cartan 不 动 点 定理 得 出 , mM") 是 个 无 挠 群 ， 如 
有 果 五 是 mi(M") 的 非 平 几 的 交换 子 群 , 任何 H 中 的 两 元 (ov) C H, (ov) SKI, 
的 子 群 必 为 Z, 否则 (M",5) 就 有 全 测 地 的 欧 氏 空间 R, 这 和 人 负 曲率 假设 矛盾 . 故 
DH H= (po) =Z 3X lop = ink {le} M ly = inf (s). VERE 


Pp#¥1 


6.2.3 ”可 解 子 群 和 丘成桐 的 一 个 定理 


微分 几何 中 的 一 个 重要 问题 是 要 对 非 正 曲率 的 基本 和 群 作 出 比较 精确 的 刻画 . 例 
如 找 出 什么 样 的 群 才 能 成 为 一 个 非 正 曲率 的 基本 群 . 

我 们 首先 从 可 解 群 谈 起 . 设 群 G 有 一 个 递减 子 群 序列 G = GiP Gi ab Gia 
>.… PGIiP Go 二 1 满足 : 

(i) Gi 是 Gil 的 正规 子 群 ， 

(ii) 商 群 Ci+1/G; 是 个 交换 群 ， 
则 称 G 为 一 个 可 解 群 . 

按照 定义 , 每 个 交换 群 都 是 可 解 群 , 每 个 窜 零 群 是 个 可 解 群 . 例如 


1 k, I 
G= 0 1 m kl, meZ 
0 0 1 


dé AERE, 从 而 是 个 可 解 群 ， 显然 G 不 是 个 交换 群 . 我们 不 禁 要 问 如 上 所 述 的 
宪 零 群 会 不 会 成 为 一 个 紧 非 正 曲 率 的 流 形 的 基本 群 ? 答案 是 否定 的 , 见 下 面 的 定 
理 6.13. 

在 1968 ^F, J. Wolf 在 Preissmann 定理 的 启发 下 提出 了 下 列 猜测 : 如 果 (M, g) 
是 个 紧 非 正 曲 率 流 形 , HRE mi(M") 是 个 可 解 群 , 则 (Mr, g) 必 为 一 个 平坦 流 形 ， 
从 而 M" 必 被 n 维 环 面 覆 盖 , mM") 含有 一 个 子 群 同 构 于 Z^ H [m (M")/Z"| 有 
限 , 即 基本 群 xi(M") 必须 是 个 所 谓 的 Bieberbach f£. 

这 个 猜测 在 1971 年 被 正在 读 研 究 生 二 年 级 的 丘成桐 解决 . 在 丘成桐 工作 的 基 
础 上 , Lawson- 丘成桐 和 Gromoll-Wolf 得 出 了 下 节 (86.3) 所 述 的 分 解 定理 , 见 [Y1], 
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[LY] 和 [GW]. 

首先 将 定理 6.10(2) 的 证 明 中 所 得 出 的 一 个 结论 再 概括 为 如 下 : 

推论 6.12 (平坦 环 面 定理 ) BE (M",g) 为 一 个 紧 的 非 正 曲率 流 形 , 则 m (M) 
有 个 子 群 同 构 于 Z^ 当 且 仅 当 M" 包含 一 个 大 维 全 测 地 浸入 的 平坦 环 面 . 

WEB] ”显然 如 果 f. T^ — M” 是 个 全 测 地 浸入 和 T^ 是 个 k 维 平坦 环 面 ， 
则 被 诱导 映射 fe m (TE) — m (M7) 是 单一 的 (因为 是 全 测 地 浸入 , f 的 提升 ， 
f: R* 5 M" 是 全 测 地 嵌入 ). 因此 , m (M?) 存在 一 个 子 群 同 构 于 Z^. 

反 过 来 , 如 果 m(M") 有 个 子 群 G 同 构 于 Z^ = Za @ Zaz 6 6 Zap = 
(ois, on), 则 由 定理 6.10(2) 及 其 证 明 可 得 Min(G) = fì) Min(as) 非 空 且 有 fin(G) 
等 距 同 构 于 D x R^, 这 里 G 作用 在 R^ 因子 上 是 平移 . Wr: M" 一 M 为 万 有 覆盖 
映射 . 任 取 一 点 zo € D, JU r({fzoj x R*) = Dh 是 个 全 测 地 的 思维 平坦 环 面 . 证 毕 . 

下 面 我 们 来 叙述 丘成桐 早年 的 一 个 定理 . 

定理 6.13 (丘成桐 73) gb (M",g) 是 个 紧 的 具有 非 正 曲率 的 Riemann 流 形 ， 
且 假 设 G 是 M” 的 基本 群 m1(M") 的 一 个 可 解 子 群 , 则 Min(G) 非 空 且 等 距 同 构 
T Dx RY 满足 下 列 性 质 : 

(1) G((d) x R*) = (d) x R*, 对 所 有 de D RX, 

(2) (d) x R*/G 是 个 紧 平 坦 流 形 ， 

(3) B= (e € GID 在 (d) x R* 作用 为 恒 等 } 是 个 有 限 群 . 
特别 地 , G 为 有 限 生成 且 G 包括 一 个 子 群 五 同 构 于 Z^ 使 得 |G/H| < oc. 

WEB] y: (Mg) — (M, g) 是 个 同 构 . 如 果 Min(y) 非 空 则 称 o 是 半 单 
的 . 如 果 G 是 个 可 解 群 , 且 设 G = Gm > Guo P Go = {1} 是 个 可 解 系列 , 则 
PE m H G 的 可 解 系列 的 长 度 . 

如 果 m = 1, 即 G 为 交换 子 群 , 由 定理 6.12(2) 和 推论 6.12, 上 述 结论 (1)~(3) 
显然 成 立 . 

现在 我 们 用 数学 归纳 法 证 明 下 列 断 言 : 

(6.13.A) 假设 XX 是 个 Cartan-Hadamard 流 形 , 0 是 X 中 的 一 个 非 空 凸 子 集 ， 
且 假设 G 是 由 半 单 元 组 成 的 度量 空间 X 的 等 距 可 解 子 群 , G(O) = 0. 则 Min(G) (10. 
JEX, 更 进一步 的 有 上 述 结论 (1)~(3) 成 立 . 

我 们 已 经 说 明 断 言 (6.13.A) 当 m = 1 时 成 立 . 假设 断言 (6.13.A) 对 所 有 可 解 
系列 长 度 < m 一 1 的 可 解 子 群 4 成 立 . 我 们 设 


G = Gm > Gm-1 = AP Gm_2>+++> Go = {1}, 
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从 而 Min(A) = Da x R^ 是 个 度量 分 解 , 根据 假设 G/A 是 交换 子 群 ， 又 因为 4 
是 G 的 正规 子 群 , 所 有 e cG A v Ap = A. 注意 到 


0p(2(D)) = d(v(z), by(2)) = d(x, p W(x) = bp-r1y9(2), 
从 而 有 phMin(%) =Min(y vv). 故我 们 推出 
yMin(A) = Min(y~' Ay) = Min(A) 


和 G(Min(A)) = Min(A). 因此 , 商 群 G' = G/A 诱导 一 个 在 Da 上 作用 的 等 距 子 群 
H G'(D4) = Da. 

再 应 用 (6.13.A), 我 们 得 出 Min(G') = D x R*e', 最 后 , 我 们 推出 Min(G) = 
D x Reo’ x RR*4 = D x R* 且 上 述 断 言 (1)~(3) 成 立 ， 证 毕 . 


96.3 Gromoll-Wolf 和 Lawson-Yau 分 解 定理 


我 们 上 面 已 经 指出 任 一 个 完备 的 非 正 曲率 的 流 形 M" 是 个 K(x,1) 空间 . 人 们 
当然 要 问 怎样 从 基本 群 (M) 的 代数 结构 导出 有 关 的 几何 性 质 . 下 面 定理 说 明 紧 
非 正 曲率 流 形 的 基本 群 的 分 解 有 时 会 导致 度量 空间 的 分 解 . 

定理 6.14 (Gromoll-Wolf, Lawson-Yau) 设 (M",g) 为 紧 的 具有 非 正 曲率 的 
流 形 , BRZ m(M") = DP; x D» 没有 非 平凡 的 中 心 元 ， 则 (M",g) 等 距 地 分 解 
为 (Mi,g1) x (M2,g2) 且 满 足 (Mi) =T; (i— 1,2). 

证 明 定理 6.14 的 证 明 分 成 三 步 , 我 们 把 每 一 步 写 成 一 个 引 理 . 这 三 个 引 理 
我 们 会 在 下 节 和 本 书 的 其 他 地 方 用 到 . 

i A 是 Cartan-Hadamard 流 形 X 中 的 一 个 子 集 , RIJS Con(4) AFH A 
fr X "Hind. 

3|38 6.15 UE (M, 9) 是 Cartan-Hadamard 流 形 , &1(M") = Ti x T f M” = 
M" /(Iy x T) 是 个 紧 且 具有 非 正 曲率 的 流 形 . 如 果 Do 是 有 限 生成 且 无 非 平凡 的 中 
心 元 , 则 对 任何 zo € M",Con((7i(0)) / T1) 是 个 紧 的 商 空间 . 

证 明 ”我们 用 反 证 法 . 反 设 存在 一 个 序列 {ai} C Con(Ii(zo]), 使 得 d(x, 
I(zo]) 一 oo. HA M” Z, AEE {pi} CPi A {di} C D» ET d(o;vi(o), xi) < 
d. 我 们 注意 到 


d(wi(z0), xo) = d(yithi(xo), vi(xo)) 


(xi, qi(zo)) — d(yithi (xo), £i) 


p 
> d(zi,I1(z9]) — d — oo, 


d 
d 
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所 以 我 们 不 妨 设 {wi} 满足 当 i IBS viz us. 
A {O ym} 为 To AE TE. 因 D» 和 站 可 交换 . 不 难 论证 


sup d(y, bj (y)) < rj = d(zo, 0; (20)), 
yeCon(I {x0 }) 


从 而 对 每 个 固定 j, 我 们 有 


947.5, (00) = d(Wjwi(zo)wi(zo)) 
< d(hybi(wo), Ue; (v) + hy 97 (ws), pr" (2) 
+d(p7 (xi), Yi(ao)) 
= d(pithi(xo), xi) + 5g, (GF (2i) + dzi, pii(ao)) 
<d+rjt+d. 


因为 M? = M^ /( x P2) 紧 , 所 以 当 ik 充分 大 的 时 候 就 有 
V; ybi = ve dy ve, 


从 而 v; de 和 by 可 交换 . 回忆 一 下 (di. dm} 构成 Do 的 一 组 生成 元 , 故 TP 有 
非 平 凡 的 中 心 元 , 矛盾 ， 证 毕 . 

引 理 6.16 i (M",g),mi(M") = D, x To 如 引 理 6.15 所 述 . 则 对 所 有 zo € 
M”,Con(Ii{xo}) 是 个 完备 的 全 测 地 的 Riemann 子 流 形 , E. (M",5) 等 距 同 构 于 
(Mi, 91) x (Ma, 92). 

WB] S F= {Q|Q Cc Con(I1(zo])S, MQ 2 0,0 Z 86,0 是 个 万 不 变 的 凸 集 }. 
由 Con((T1{z0})/Ti) 的 紧 性 , 有 一 个 最 小 元 No. 任 取 ze No, 由 No 的 最 小 性 得 
出 Con(I4(x]) = No. 

IER y 4 No, & Ny = Con(Ti{y}). 我们 将 证 明 Con (No U Ny) 等 距 同 构 于 Nox 
[0, ly], 这 里 hy = d(y, No), 从 而 Ny 等 距 于 No. 我 们 的 证 明 可 以 这 样 进行 : 令 


Mo = {x € Nold(z, N,) = d(No, Ny)}- 


显然 因 No 和 N, 是 Dy HBR, 所 以 Xo 也 是 Di 不 变 集 . 取 定 一 点 ze Dy, y Ale 
I. Py: M" 一 N, 是 投影 映射 , 我 们 就 会 有 


d(z, Py(2)) = d(e(z), Py(o(2))) = d(No, Ny) = ly, 


所 以 由 四 点 {2 Py(z), (2). Pu (2))) 张 成 四 边 形 具有 内 角 > S 故 该 四 边 形 必定 
是 个 全 测 地 的 平坦 矩形 . 显然 Xo 是 站 不 变 的 凸 集 , 由 No 的 最 小 性 , 必 有 No = Xo. 
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上 述 讨论 得 Con(NoU Ny) 等 于 No x [0, ly]. 因此 , (7,3) 等 距 于 No x Y. 下 面 我 
们 要 证 明 No 是 个 无 边 流 形 . 

反 设 No 不 是 一 个 无 边 流 形 , 取 一 点 x € 0No 和 zp € Int(No). 令 o 是 从 zo 出 发 
经 过 z 的 测 地 线 , 取 一 点 v4 No fH y = olto te), XE to = d(xo, x). 根据 上 述 构 造 ， 
No 和 Ny 平行 , 并 且 张 成 一 个 平坦 条 纹 No x [0,1], BE Con (NoU Ny) = No x [0.1]. 
取 Ny 中 的 一 点 z 对 应 垂直 线 {x0} x (0,0). 则 三 点 {20.2.9} 构成 的 三 角形 有 在 zo 
和 > 两 个 顶点 处 直角 , 这 和 非 正 曲率 三 角 内 和 定理 矛盾 . 因此 , No = Con(I\{ao}) 
是 无 边 流 形 ， 证 毕 . 

引 理 6.17 ik (M",g) 为 紧 且 具有 非 正 曲率 的 Riemann 流 形 , m(M") = T x 
Dy. 如 果 (M", 9) 有 等 距 分 解 (Mi di) x (Me, go), T1(M1) = M 且 假 设 D 无 非 平 
凡 的 中 心 , 则 

(1) Di 在 Mo 因子 上 的 作用 是 平凡 的 ， 

(2) D» 在 Mo 因子 上 的 作用 是 离散 的 . 

WEB] (1) RR) 在 Ms 上 作用 非 平凡 ， 因 r 和 Do 可 交换 , 则 存在 o € 
Do #1 使 得 vw 在 M» 作用 非 平 几 且 Oly, 是 全 局 有 界 的 . 因为 do 凸 故 必 为 非 
零 常数 . 按照 本 章 以 前 的 讨论 , (Ma, g2) 必 存 在 一 个 等 距 分 解 M = RE x ML, 这 
里 天 > 1. 因为 M" = M/T 紧 , 不 难 证 明 Do 有 个 非 平 凡 的 中 心 元 , 矛盾 . 因此 万 
在 Mo 的 作用 必 为 平凡 . 

(2) S Pi; M" 一 M; 为 投影 映射 , pi 为 MP 因子 上 的 作用 . BD Ds XE M 上 
作用 平凡 , 我 们 只 需 证 明 p(l) 在 My 因子 上 作用 是 离散 的 . 反 设 存在 ba = po(rn) 
使 得 8, 一 1. 由 引 理 6.15 和 引 理 6.16 知 Mi/Ts X. 所 以 可 以 找到 一 族 rs 使 
f& r} = (Pa (rž), Bn) B. [02] M (rn)] Æ Iso) 一 致 有 界 且 固 定 一 点 zk e Ms. 
如 有 必要 , 不 妨 取 一 个 子 列 . 我 们 不 妨 设 £m rip (02)7 1 1, E én Elso( M) x {1}, 
从 而 baribr! =1 Al Bn = B HICK. AE ba 一 1, 所 以 必 有 B=1, 因 此 ,本 在 NM 
上 的 作用 离散 证 毕 . 

定理 6.14 是 引 理 6.15~ 引 理 6.17 的 直接 推论 . 


86.4 Eberlein 正规 交换 子 群 分 解 定理 
在 上 节 中 我 们 讨论 了 当 基 本 群 无 中 心 时 的 分 解 定理 . 但 是 当 (M",g) 是 紧 非 正 


曲率 的 流 形 且 m QM") 有 非 平凡 中 心 时 , 我 们 不 禁 要 问 (M",9) 是 否 等 距 (M, 91) x 
(M2,g2)? 这 里 (Mi, g1) PH, dim(M;) > 1. 
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其 实 此 时 度量 g 有 时 不 再 是 乘积 度量 . 这 样 的 例子 在 Calabi 构造 平坦 流 形 时 
曾 讨论 , 后 来 Lawson-Yau 和 Wolf 都 将 Calabi 的 想法 发 扬 光 大 . 


6.4.1 Calabi, Lawson-Yau H RER 


假设 (MZ, g9) 是 一 个 具有 非 正 曲率 的 Riemann 流 形 , 再 设 存在 非 平 凡 的 同 态 
Pp: Ti(M2“) > R*. & M" = T* x M2 ,这 里 (7*,g9) 是 个 平坦 k 维 环 面 ， 
4 g° = 9) © 8. BIR (M, g) 有 个 等 距 分 解 (M",9) = (R*,99) x (Ma, 98). M^ 的 
基本 群 是 Z* x m (MZ-*). SUE P = Z^ x m( M27") 在 M" 的 作用 具有 下 列 性 质 : 

(i) Z* 在 MZ-* 因子 上 的 作用 平凡 (请 见 引 理 6.17), 

(ii) mı (M37*) 在 R* 上 的 作用 也 是 平凡 的 . 

在 很 多 情形 下 , m (MZ) 在 RE 上 的 作用 不 一 定 平凡 . 对 任何 (e, v) € Z^ x 
™(M3*), 我 们 考虑 一 族群 表示 pt: Zh x mı (M3 *) — Iso(M^, j) 如 下 : 


piGo, D) (a. q) = (plx) + tey), v(q)), 


对 所 有 (z,9g) € R* x Mo. 因为 pll) C Iso(M", g), 所 以 其 商 空间 M"/pi(T) 4h 
是 具有 非 正 曲率 的 紧 流 形 , 并 且 Mp? = M/W) 微分 同 胚 于 M"/T, 但 是 其 商 度 
hit o! = 9/p(L) 并 不 是 Mp = T* x MIE 上 的 乘积 度量 , 这 里 t > 0,p 是 非 平 凡 的 

如 果 MI! 是 个 紧 的 可 定向 的 高 亏 格 的 曲面 , 令 H (M3 E,Z) 是 MICU 的 
一 维 同调 群 , 则 A (ME-*,Z) = Z5, XE k = 2m, m 是 MIE 的 亏 格 ， 代 数 拓 
扑 的 知识 告诉 我 们 EG (M 2 = Ta /GO ),m(Mz ). WMR G 是 
个 群 , [G, G] 表示 由 aba-15-! 生成 的 子 群 ， 所 以 存在 一 个 自然 同 态 m: m (M3) 一 
H,(M3-*,Z) = Z*. 任 取 一 个 非 平凡 的 同 态 A: Z^ 一 R5, Wl p= pon. 是 Tm(M") 
到 R^ 的 非 平凡 的 同 态 . 请 详 见 [LY]. 


6.4.2 Eberlein 分 解 定理 


在 上 面 的 讨论 中 (M?",5) 的 欧 氏 空间 因子 起 了 举足轻重 的 作用 . 我 们 不 禁 要 
ji] Cartan-Hadamard 流 形 (M^, 9) 的 欧 氏 空间 因子 (R^, go) 究竟 和 m (M?) 有 什么 
关系 ? 

我 们 首先 看 一 下 Klein 瓶 的 例子 . 考虑 IR? 中 的 两 个 等 距 变 换 A, B: R? 一 R?, 这 
Æ A(x, y) = (z,y+1 和 B(z, y) = (z--1,1—y). WE AM B PERH t= (A, D). 
则 r 的 中 心 为 由 B? 生成 的 子 群 (B7), 其 秩 为 1. 此 时 欧 氏 平面 的 维 数 为 2. 注意 
到 B-1 AB = A~". 所 以 (B?, A) 是 7 的 正规 交换 子 群 , 其 秩 恰 为 2. 
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从 这 个 例子 中 受到 启发 , 我 们 首先 有 下 列 结论 . 

命题 6.18(Eberlein, 丘成桐 ) 假设 (M", 9) 是 紧 的 具有 非 正 曲率 的 Riemann 
WÉ, 并 且 假 设 Ds 为 基本 群 m OM") 中 的 最 大 正规 交换 子 群 , 其 秩 为 上 > 1. Wl 

(1) m (M?) 存在 一 个 子 群 CQ) 使 得 六 A CU) 的 中 心 且 Im (M7)/C(1)] 
有 限 ; 

(2) 万 有 覆盖 空间 (M", 5) 等 距 分 解 为 两 个 完备 Riemann 流 形 的 乘积 (R^, go) x 
(M3, dg); 

(3) 存在 M" 的 一 个 有 限 覆 盖 M 使 得 M 微分 同 胚 于 T^ x Mz, 这 里 CT) = 
m™(M) = Zk 9 mı (Mo), 而 且 m (Mz) 无 中 心 . 

WEB] (1) 根据 上 节 的 讨论 TA Z^, 我 们 不 妨 设 Ti = (aa, aK). 
因 D, 是 mi(M") 的 正规 子 群 , 对 任何 p € m OM"), 我 们 有 相应 的 Dy 的 一 个 自 同 
构 : 

Ado: | D T), 


a- yp tay. 


id Aut() 2g D = Z^ 的 自 同 构 群 . 则 因 DP 正规 , 我 们 得 出 相应 的 同 态 : 


Ad:  m(M")— Aut(Z*), 
yp Ady. 


注意 到 Ad, =1 当 且 仅 当 play = a HHA a € T = Zh lir, Bl qo fI Dy 中 的 
任何 元 可 交换 . 令 


C(I) = ker(Ad) = [e € mı (M") | pay! = a XE Br a € ly 成 立 } 


显然 , Dy 包含 在 CUTS) 的 中 心里 . 因为 C) = ker(Ad), 所 以 C) Ae mM”) 的 
正规 子 群 . 

我 们 首先 证 明 CU) Brice D. S H æ C) 的 中 心 . ER Rh EH, 
e € m(M"), WA ep pp € CNEX C) A m(M") 的 正规 子 群 ) 显然 Ad, 
将 CU) 的 中 心 映 成 中 心 , 故 pho € H, 从 而 H J& si (M") 的 正规 交换 子 群 . 因 
为 我 们 假设 Py CH ERK HR TAR, i H = T. 

下 面 我 们 证 明 C) TED = m M") 中 有 有 限 指数 . SES HT = (al ap) 一 
Z^ 张 成 的 欧 氏 空间 , W D = max{lloill | i= 1,---,k}, 取 {Pi,…,Bm} 为 Ty PEE 
于 工 的 元 素 , Bl {81,…,Bm} = BLONT. 则 Ado 保持 子 集 {B1,…, Bm} ABE. Al 
此 Ad(DP) 是 个 有 限 子 群 , 它 的 元 素 的 总 个 数 不 会 超过 ml, 从 而 T/T] = |Aa(7)| < 
ml, BH [m (M)/C(I)] 是 个 有 限 数 . 
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(2) 我 们 已 经 证 明 Min(I71) = Min(Z*) = R* x D 有 个 等 距 分 解 . 因此 , 我 们 只 
需 证 明 
Min(I1) = Min(Z*) = M”. 
任 取 ai € Di, e € C(I), 我 们 观察 到 
da: (p(x)) = d(ex, aiy(x)) = d(ez, pa;(x)) = da; (2), 


故 Min(o;) Æ C(I1) 作用 下 不 变 . Boe xo € Min(o;i). 因为 C(I1) Æ T = m(M) 
中 有 有 限 指 数 , 所 以 M/C) 为 M" 的 有 限 覆盖 从 而 紧 . 因此 C(m Heo} 的 凸 包 
必 为 整个 M”, 故我 们 得 出 M” = Cro} 的 西 包 c C(L1)Min(a;) C Min(a;), 
即 Min(o;) = M, 对 所 有 oi € Ti 成 立 , 从 而 Min(71) = Min(Z*) = M, 和 (M", 9) = 
(R*, go) x (M2, ja). 

(3) 因为 (M",g) 具有 非 正 曲率 , 根据 丘成桐 定理 , C) 不 再 有 非 平凡 的 
中 心 元 (这 里 我 们 用 到 了 让 C(I3) 的 中 心 的 事实 ). 

现在 我 们 应 用 引 理 6.17 的 证 明 可 以 推出 Di 在 R^ x Ma 中 M 因子 上 作用 平 
M. 这 里 我 们 令 M; = R*, p: M 一 Mi; 为 投影 映射 . 显然 因为 帮 是 T= mM) 
的 正规 子 群 , 所 有 o € rE y EC) 保持 M" = RE x Mo 的 等 距 分 解 , 从 而 存在 
ES pi: I — Iso(Mi). 所 有 v EC) 都 可 以 写成 p= (lp), p2(9)). 由 引 理 6.17 
的 证 明 可 以 得 出 ps8) 是 个 平凡 群 , p2(T)( 或 者 p» (0073) 在 Mo 上 的 作用 是 离 
BC 因为 卫 在 M 上 作用 有 紧 商 空间 , 故 M/C) 是 紧 流 形 . S M = M/C), 
W M/C) = M" 同 胚 于 T^ x M EE. 

反 过 来 , RENFEREN (Mg) = (R*, Go) x (Mo, Go) 导出 m (M?) 有 个 
正规 的 交换 子 群 Z^. 

定理 6.19(Eberlein 分 解 定 理 ) it (M",g) 是 个 紧 的 Riemann 流 形 且 具有 非 
正 曲率 , M” 是 M" 的 万 有 履 盖 , 5 是 9 的 提升 度量 . 则 (M, g) 的 deRham 度量 分 
解 (R^, go) x (Mo, G2) 有 欧 氏 空间 因子 R^(k > 1) 当 且 仅 当 m OM") 有 个 正规 的 交 
换 子 群 D 同 构 于 Z. 

证 明 当 m (OM) 有 个 正规 的 交换 子 群 DV 同 构 于 Z^ 时 , 根据 命题 6.18 得 
出 (OM, 9) 必 有 度量 分 解 (M", Go) = (R^, go) x (M, o), 而 且 存 在 M 的 一 个 正规 
有 限 覆 盖 M AEF T^ x M. 

反 过 来 , 如 果 (M, g) 的 deRham 度量 分 解 (R^, go) x (Ma, 92) 有 欧 氏 空间 因 
子 R* (k > 1), 我 们 要 证 明 M" 有 一 个 有 限 覆 盖 WM 微分 同 胚 于 T^ x Ma. & x: M = 
R^ x M2 一 M" 为 万 有 履 盖 空间 . 证 明 的 主要 困难 在 于 我 们 事先 不 知道 (R^ x {y}) 
是 否 是 M” 中 的 闭 子 流 形 . 
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我 们 举 个 例子 说 明 这 个 问题 的 复杂 性 . 令 (M2, g) = R?/26Z = S' (1) x S! (1) 
为 一 个 乘积 环 面 , 它 的 各 个 因子 都 为 2r. 如 果 我 们 选 个 R 的 奇怪 的 无 理化 的 度量 
分 解 R? = (Rui) x (Roo), 这 里 v; 和 vo 是 一 对 正 交 向 量 , 它们 的 斜 度 5 是 无 理 
数 ， vi = (ai, bi), 则 每 条 线 m({Ru; } x {z}) 的 投影 在 正 环 面 (T?, go) 中 不 是 闭 子 集 . 

从 上 面 的 例子 说 明 我 们 需要 用 到 deRham 度量 分 解 的 性 质 , 这 里 (1,3) = 
(R^, go) x (Mo, Go) 中 的 (Me, 2) 因子 不 再 有 欧 氏 空间 的 因子 . 我 们 的 证 明 分 三 步 ， 
其 中 第 一 步 是 构造 M" WAREK M NI 拥有 上 个 线性 无 关 的 全 局 平行 向 量 场 . 

第 一 步 . 有 限 覆 盖 应 " 的 构造 . 

因为 (M, g) = (R*, go) x (Mo, g2) 是 deRham 分 解 , 所 以 任何 (M",5) 的 等 距 
映射 p: M 一 MI? 把 欧 氏 因子 映 成 欧 氏 因子 , 把 非 欧 氏 因子 映射 非 欧 氏 因子 . 于 是 
任何 pe P = m(M") 都 可 以 分 解 成 p = (alo), (yp)), 这 里 a(y) 是 RY 的 等 距 变 
换 , Blo) 为 (M2 ^, d») 的 等 距 . 

我 们 要 指出 的 是 , 尽管 R 有 两 个 线性 独立 全 局 平行 向 量 场 , 但 是 Klein 瓶 上 没 
有 两 个 线性 独立 的 全 局 平行 向 量 场 . 所 以 , 我 们 不 能 断定 (M", 9) SA k 个 线性 独 
立 的 全 局 平行 向 量 场 . 

NI". 的 构造 和 命题 6.18(1) 的 证 明 类 似 . 令 A = R^ 为 R^ 所 有 平移 构成 的 等 距 
子 群 . 任 取 o € D. RIS 


Ady: 4 一 4， 
V [alp] - v - [o(o)]. 


BUE A 的 一 组 正 交 基 [01,:-:, ax}, L= sup enl A! = (ai, Qk) = Za, e 
TSIS 


Zo» ®©- © Zak. 则 Ád(D) 把 4 中 球 中 Br 映射 Br, 从 而 A4d(T) 是 个 有 界 集 . 
令 Cr(4) = ker(Ad) NT, 则 T/Cr(4) C Aa(T) 是 个 有 界 集 , 从 而 是 个 有 限 集 . 因 
此 Cr(4) 是 P HEC BUE IE SUCRE. MI = M" /Cp(A), W M EM” 的 有 
限 正规 覆盖 . 

第 二 步 . Riemann 流 形 (M", 的 等 距 变 换 构成 的 李 群 . 

mE o d& (17,9) 上 的 一 个 等 距 变 换 , 则 2 将 NI" 中 的 测 地 线 映射 成 测 地 线 . 
固定 MI" 中 任何 一 点 zo, Q 由 它 在 zo 处 的 导数 OL, 唯一 决定 , 所 以 如 果 zo 是 
的 一 个 不 动 点 , 则 aleo: Treo” > Tro M" 是 个 正 交 变换 , 令 G = {8 | 8: M > 
M" 是 等 距 } fü H = {2 € G | (z0) = zo), 则 我 们 有 纤维 从 


HAG SM. 
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XE H c O(n) 是 正 交 的 子 群 . 于 是 H 是 个 紧 子 群 , 因此 G = Iso(M", 9) 是 个 紧 李 
TE. 

下 面 我 们 计算 G 的 李 代数 .注意 到 由 第 一 步子 群 Cr(4) 和 R* 因子 的 平移 
BE 4 可 换 , 从 而 (M",9) = (M",9)/Cr(A) 容许 天 个 线性 独立 的 全 局 平行 向 量 场 ， 
记 成 (vi, un}. 我 们 要 证 明 向 量 场 w 产生 的 单 参数 子 群 {Pi(t)}ier 是 个 OM", 9) 
上 的 等 距 子 群 . 这 可 以 从 {Gi (t)} 在 (M, g) 的 提升 5i(t) 看 出 . 它 的 提升 由 向 量 场 v; 
的 提升 o; BSI, 从 而 是 (Me, g) = (R*, go) x (Ma, gy) 中 关于 R^ 因子 的 平移 , 所 
以 {i(t} c A 是 等 距 的 , 从 而 G 的 李 代数 包含 一 个 子 李 代数 4. 因为 G 是 紧 李 群 ， 
由 李 代数 理论 , G 必 包 含 一 个 大 维 环 面子 群 T^. 再 因为 T* 的 李 代数 4 构成 大 维 
平行 向 量 空间 , 所 以 对 任何 zo € M, T^ 的 在 xo 的 轨道 是 个 全 测 地 的 子 流 形 , 从 而 
包含 同 态 : m(I^) > m(M") 是 单一 的 , m(M") 包含 一 个 子 群 Z^. 因为 T^ 的 轨 
道 的 提升 是 (WM",9) 中 的 R^ 因子 , 所 以 Z* 是 平移 群 . Z^ c A, 从 而 是 Cr(4) 的 中 
ty. 因为 Cr(4) 是 卫 的 正规 子 群 , 所 以 Z^ 是 本 的 正规 子 群 ， 证 毕 . 


86.5 Gromov 图 形 流 形 和 最 小 体积 流 形 


在 20 世纪 80 年 代 初 , Gromov 引进 了 一 个 新 的 几何 不 变量 ,叫做 “ 极 小 体 


H” (Minimal Volume). 


定义 6.20 ”假设 M" 是 一 个 nn 维 可 微 光 滑 流 形 . 则 M" 的 最 小 体积 可 定义 为 


MinVol(M") = inf (Vol; (M", g) | |K;| < 1, (M”,g) 
是 一 个 完备 的 Riemann 流 形 }. 


换 句 话说 , 流 形 M" 的 最 小 体积 为 所 有 具有 有 界 截面 曲率 |Ky| < 1 的 Riemann f 
积 的 下 界 . 

我 们 首先 举例 说 明 这 个 “最 小 体积 ”几何 量 为 什么 有 用 . 

9) ”在 2 维 情况 , 我 们 考虑 所 有 2 维 紧 曲 面 . 假设 OE 是 一 个 光滑 的 、 可 定向 
的 具有 亏 格 为 的 紧 曲 面 . 再 假设 9 是 DE 上 的 一 个 Rieman 度量 并 具有 截面 曲 
率 |K,| « 1. 根据 经 典 的 Gauss-Bonnet EM, 我 们 观察 到 下 面 的 不 等 式 成 立 


Area (X2, a> f. |K,|dA 


> / K,dA 
Y; 


= |27 (2 — 2k)|, 
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从 而 
MinArea (Z7) = |27(2 — 2kK)]. 


因此 , 24 Uy 是 个 2 维 球面 S^ 时 , RTA SI k= 0. 从 而 , 我 们 有 
MinArea(S?) = 47. 


更 进一步 , 5? 上 的 最 优 度量 为 常 曲 率 度量 . 

对 高 维 流 形 , 我 们 首先 观察 到 下 面 的 有 趣 现象 ， 假设 M" 是 个 乘积 流 形 , 即 
Mr = Xn-*x TF, 再 假设 其 中 一 个 乘积 因子 是 环 面 因子 . 对 于 任何 维 环 面 T^ = 51x 
0x8! = R*/(eZ)*, 我 们 可 以 证 明 7T* 的 最 小 体积 为 零 . 同样 地 , MinVol(="—* x T*) 
一 0. 

我 们 可 以 将 上 述 现象 作 如 下 推广 . 假设 有 一 个 纤维 从 T^ 5 M" 一 X", 其 
中 每 个 纤维 都 同 胚 于 % 维 环 面 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 也 可 以 证 明 , M” 的 最 小 体积 
为 零 ， 我 们 还 观察 到 如 果 T^ 一 M" — X" 是 个 纤维 从 , 则 由 纤维 诱导 的 基本 
FE Z^ = m (TF) J& (M?) 的 一 个 正规 子 群 (有 时 , 可 以 包含 在 m (M?) 的 中 心 ). 

对 上 述 的 纤维 流 形 M". mR M" 容许 一 个 具有 非 正 截 曲 率 的 度量 g, WDR 
据 Eberlein-Yau M, M" 必 为 一 个 相同 维 数 的 乘积 流 形 Mn = E x T*. 显然 ， 
此 时 我 们 有 MinVol(M”) = 0. 

当 n = 3 时 , Gromov 将 上 述 构造 进一步 地 加 以 推广 , 引进 所 谓 的 图 形 流 形 . 对 
这 类 图 形 流 形 , 我 们 作 如 下 描述 ， 其实, 如 果 我 们 假设 M? = U Va 是 一 个 3 维 
光滑 流 形 . 并 分 成 m Be {Vi,…, Vin} 再 假设 每 一 块 Va 是 一 个 带 边 的 3 维 乘积 
流 Va = X2 x S1, ER E2 是 个 带 边 的 2 维 流 形 . 当 €X2 是 个 带 边 亏 格 为 负 的 2 维 曲 
面 时 , 我 们 可 以 在 22 上 选取 一 个 乘积 度量 靠近 22 的 边界 , 922 x [0, e] = S* x (0, e]. 
在 X 的 内 部 , 我 们 要 求 度量 g 具有 非 正 曲率 . 

为 简单 起 见 , 我 们 假设 M3 分 成 两 个 部 分 , 即 m = 2, M? = (X2 x S)U(S!x 
x2), 并 且 假设 E? 和 52 都 同 胚 于 一 个 带 洞 的 2 维 环 面 [T? — D?) = 32 = 32, 见 
图 24. 

与 众 不 同 的 是 , 当 把 两 部 分 V; = X$ x S' f Vo = S! x XS 粘 起 来 时 , 我 们 人 为 
地 (故意 地 ) 交换 S! 因子 , 使 得 M? = [22 x 81] y [S! x X?] 不 是 一 个 全 局 的 乘积 


流 形 . 这 里 


f: (07) x S! 5 S! x (8Y?), 


(t, s) > (s, t) 


- 118 . We ”具有 非 正 曲率 的 流 形 


是 个 自 同 构 且 满足 fo f — Id. 


uM 
图 24 


从 上 述 的 例子 , 我 们 看 到 图 形 流 形 是 乘积 流 形 和 纤维 丛 的 推广 . 下 面 我 们 给 出 
图 形 流 形 的 简单 定义 . 

定义 6.21 假设 (M",g) 是 个 紧 的 具有 非 正 曲 率 的 Riemann 流 形 , 并 假设 M” = 
UU 有 个 特殊 的 分 解 满足 下 列 性 质 ， 

(1) 每 个 Ux 具有 一 个 正规 有 限 覆 盖 Ve 一 Ux 使 得 Ve 是 个 乘积 流 形 , 即 Ve = 
TO x X^-*, 这 里 Tex 是 个 ax 维 的 环 面 和 ax > 1. 

(2) 如 果 两 个 开 集 Uj 和 Ui 的 相交 集 是 个 非 空 开 集 , JU] V; AV WOT 
MT 张 成 一 个 可 交换 子 群 TW.*, 这 里 T 是 个 环 面 并 且 是 V; N Ve 的 一 个 环 面 
Al. 

如 果 上 述 条 件 满足 , 则 称 M" 为 一 个 广义 图 形 流 形 . 

关于 3 维 具 有 非 正 曲 率 的 图 形 流 形 MS, 俄国 数学 家 Buyalo 和 德国 数学 家 
Schroeder 都 作 过 很 好 的 工作 , 见 [Bu 1], [Bu 2] 和 [Sc]. 

我 们 如 果 对 上 述 Gromov 的 3 维 图 形 进 行 一 个 仔细 的 验算 , 就 会 发 现 他 们 的 最 
小 体积 为 零 , 即 MinVol(M?) = 0 对 所 有 的 3 维 图 形 流 形 M? 都 成 立 . 

反 过 来 , 我 们 不 禁 要 问 : 如 果 MinVol(M") = 0 并 且 假 设 M” 容许 一 个 具有 非 
正 截 面 曲率 的 度量 , 那么 M 是 不 是 一 个 广义 图 形 流 形 呢 ? 

对 这 个 问题 . 本 书 的 第 一 作者 、Cheeger 和 天 小 春 得 到 下 列 初步 结果 . 

定理 6.22( 曹 建国 、Cheeger 及 戎 小 春 ) ”假设 (Mg) 是 个 紧 无 边 , 具有 非 正 
曲率 -1 < Kym < 0 的 Riemann 流 形 . 则 存在 一 个 只 与 维 数 有 关 的 常数 en, 使 得 
当 Vol(M",g) < sn B, M" 必 是 一 个 广义 图 形 , 从 而 MinVol(M") = 0. 

定理 6.22 是 文章 [CCRJ] 的 一 个 推论 . 它 的 证 明 较 长 , 故 不 在 这 里 陈述 . 有 兴 
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趣 的 读者 可 参见 [CCRA]. 
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在 本 节 中 , 我 们 讨论 几 个 流 形 的 刚性 问题 . 根据 定理 6.1, 所 有 带 非 正 截面 曲率 
的 流 形 M" 都 被 欧 氏 空间 R” 覆盖 . 从 而 这 类 流 形 M" 的 高 维 同 伦 群 为 零 . 由 此 我 
们 得 出 下 面 的 推论 . 

引 理 6.23 ”假设 (Mr, gi) 和 (M3,g2) 为 两 个 具有 非 正 曲 率 的 完备 Riemann 
WE, 且 具 有 相同 的 基本 群 , 则 MT 和 MZ 同 伦 等 价 . 

著名 数学 家 A.Borel 提出 了 下 面 的 问题 : 如 果 两 个 紧 的 无 边 流 形 Mi 和 Mo 都 
有 相同 的 基本 群 , 并 且 假 设 他 们 的 高 维 同 伦 群 都 为 零 , 则 这 两 个 流 形 Mi 和 Mo 会 
不 会 相互 同 豚 ? 

这 方面 , Farrell 和 Jones 作 了 杰出 的 工作 , 这 就 是 我 们 所 要 讨论 的 所 谓 的 拓扑 
刚性 问题 . 

定理 6.24 (Farrell-JonesF71^7)) ”假设 (MP, 91) 和 (M3, g2) 是 两 个 紧 无 边 的 
具有 非 正 曲 率 的 流 形 ,M7 和 MZ 具有 相同 的 基本 群 晶 维 数 n>z6, 则 M7? 和 M3 同 
Ws, 但 不 一 定 微分 同 胚 . 

在 文章 [FJ2] 中 , Farrell 和 Jones 具体 构造 两 个 具有 仙 曲 率 的 紧 无 边 流 形 Mp 
和 MS ,使 得 这 两 个 流 形 同 胚 , 但 不 是 微分 同 胚 . 其 中 MT 是 具有 常 截面 负 曲 率 的 
JE. 即 MT 是 实 常 曲 率 的 双 曲 空间 的 商 空 间 . 

我 们 要 指出 的 是 , 4 n = 3,4 时 , 定理 6.24 还 不 知道 是 否 成 立 . 4 n = 3 时 ,3 
维 闭 流 形 上 的 微分 结构 是 唯一 的 . 著名 的 Poincaré 猜想 是 : 如 果 M? MET 3 维 球 
则 M? AEF 3 维 球 .4 维 的 光滑 Poincar6 猜 测 是 “如 果 M^ 同 胚 于 4 维 单位 球面 ， 
TU M4 微分 同 胚 于 4 维 单位 球面 >. 所 以 定理 6.24 的 证 明 是 非常 艰深 的 . 

众所周知 , 闭 流 形 上 的 陈省身 示 性 类 和 Pontryajin 示 性 数 是 微分 同 胚 不 变量 . 
所 谓 Novikov 猜测 就 是 考虑 陈 类 是 不 是 同 伦 不 变量 或 拓扑 不 变量 . 

类 似 地 , 人 们 不 禁 要 问 Min Vol( M") 是 不 是 同 胚 或 同 伦 不 变量 . 这 个 问题 可 分 
两 种 情况 考虑 . 我 们 首先 考虑 当 MinVol(M") A 0 时 的 情况 , 这 和 Besson-Courtois- 
Gallot 中 的 几何 刚性 定理 有 关 . 

定理 6.25([BCG]) ”假设 (M", 9) 是 个 负 曲 率 闭 流 形 且 同 伦 等 价 于 一 个 实 双 
曲率 HU” 的 紧 商 空间 , 即 M" 2 H"/D, 再 假设 MinVol(M”") = MinVol(H"”/T). 
则 (M”,g) 等 距 同 构 H"/T( 最 多 相差 一 个 常数 因子 ). 特别 地 ,M” 微分 同 胚 于 H/T. 
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Gromov-Thurston 已 经 指出 MinVol(H"*/T) = vol(H"/T', g 1), 这 里 gi 是 具有 
常 负 曲率 K = -1 的 Riemann 度量 . 

把 定理 6.25 和 定理 6.24 结合 起 来 , 人 们 不 难看 出 有 一 个 高 维 (n > 6) 流 形 M" 
同 伦 于 H/T, 但 是 MinVol( M?) > MinVol(H"/T). 

但 是 当 MinVol(M"^) = 0 时 , 特别 是 当 M" 是 个 广义 图 形 流 形 时 , MinVol(M”) = 
0 似乎 是 个 同 伦 不 变性 质 . 以 下 是 本 书 第 一 作者 , Cheeger 和 戒 小 春 的 最 新 结果 ( 见 
参考 文献 [CGR2])). 

定理 6.26( 曹 建国 、Cheeger 及 戒 小 春 ) ”假设 My 是 广义 图 形 流 形 且 每 个 局 
部 环 面 因子 的 维 数 Sn — 2, M3 是 个 紧 无 边 流 形 , 容许 一 个 非 正 曲率 的 Riemann E 
t go 且 同 伦 等 价 于 Mp, 则 M3 必 为 一 个 广义 图 形 流 形 , 进而 有 MinVol(M3) = 0. 

如 果 把 同 伦 等 价 My ~ MZ 换 成 存在 一 个 非 零度 数 的 映照 F: MT MZ, 则 
定理 6.26 的 结论 照样 成 立 . 

关于 局 部 对 称 空间 HU"/T 等 的 几何 刚性 问题 ,是 1950~2000 这 50 年 间 的 重要 课 
题 .Mostow,Gromov,Ballmann,Berger,Pansu, Burns-Spatzier, Katok, Eberlein, Besson- 
Courtois-Gallot,Corllett,Mok-Siu-Yeung,Jost- 丘成桐 等 都 作 了 杰出 的 工作 , 读者 可 
以 在 其 他 书籍 和 文献 中 了 解 到 . 

这 里 我 们 要 讨论 的 是 当 两 个 流 形 MT 和 M3 都 不 是 局 部 对 称 空间 时 的 刚性 问 
题 . 相信 这 样 的 刚性 问题 (诸如 定理 6.24 和 定理 6.26) 将 吸引 更 多 数学 家 的 注意 , 可 
能 会 成 为 21 世纪 几何 拓扑 研究 的 重要 课题 . 我 们 在 此 作 个 简短 阐述 . 

1950 年 左右 ,M.Kac 提 了 这 样 一 个 著名 的 问题 : 能 否 从 鼓 声 的 声 谱 来 确定 一 个 
铜鼓 的 形状 ?( 即 Can you hear the shape of drum?) 

一 个 ( 带 边 或 无 边 的 )Riemann 紧 流 形 (M, 9) 的 谱 就 是 它 的 Laplace 算 子 的 谱 . 
这 里 我 们 考虑 一 个 更 强 的 几何 谱 . 

定义 6.27 (长 度 谱 ) 假设 (M",g) 是 紧 无 边 的 具有 非 正 截面 曲率 的 流 形 , 定义 
长 度 谱 函数 为 

limn, g): ™(M”)— R, 
o> kim”, g) (0), 

RR. learn o) (0) = inf Ly() eb JE E rh RHET o t PAR, Lo) 是 闭 曲线 51 一 
M" WEE L= [s 


ds 法 

g 

Riemann 几何 中 的 一 个 重要 定理 说 : 如 果 (M",g) 是 个 具有 人 负 截 面 曲率 的 紧 无 
边 Riemann 流 形 , 对 几乎 所 有 sg, 它 的 长 度 谱 决定 (M", 9) 的 Laplace 谱 . 

与 M.Kac 谱 问 题 相 关 的 谱 刚 性 问题 是 
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问题 6.28 (长 度 谱 刚性 问题 ) 假设 CMT g1) 和 (M3, 92) 为 两 个 紧 无 边 具 有 非 
正 截 曲率 的 流 形 , 且 具 有 相同 的 基本 群 和 相同 的 长 度 流 (8X HE HME), 问 这 两 
个 流 形 是 否 等 距 ? 

M n = 2 时 , 这 个 问题 由 Croke-Otal 解决 . 4 n = 3 时 , 对 图 形 流 形 Croke 有 
下 述 结果 . 

定理 6.29 (Croke) 假设 (Mj, gi) 和 (M3, 92) 是 具有 非 正 截 面 曲率 的 紧 无 边 
的 3 维 图 形 流 形 , 且 具 有 共 轿 的 测 地 流 , 则 它们 相互 等 距 同 构 . 

总 的 来 说 , 问题 6.28 FE n > 3 时 有 待 更 深入 的 研究 . 


习 题 六 
( 含 未 解决 的 问题 ) 


1 ( 非 光滑 曲面 的 曲率 ). 假设 X 是 个 亏 格 为 的 紧 无 边 可 定向 曲面 , 取 一 个 2 的 三 角 痢 
分 T. 我 们 考虑 由 这 个 三 角 训 分 产生 的 非 光滑 平坦 度量 . 对 7 中 的 每 个 三 角形 , 我 们 赋予 它们 平 
坦 度量 gr, 这 样 的 度量 在 三 角 剖 分 7 的 每 个 顶点 处 可 能 不 光滑 . 任 取 7 的 一 个 顶点 v, 我 们 考虑 
以 vv 为 项 点 的 所 有 三 角形 内 角 和 , 记 为 az (v). 这 样 的 内 角 和 az (v) 不 一 定 是 2n, 我 们 定义 非 光 
HEE gr dE v 处 的 曲率 为 


Kr(v) = ar(v) — 2m. 
试 证 明 下 列 广义 Gauss 公式 : 
3C) + RC oa) 27(1 — k), 
这 里 (vi, 02, ,Vm} 为 (X, 7) 的 顶点 集合 , k 为 曲面 OE 的 亏 格 .( 提 示 : 在 每 个 顶点 v; 处 挖 
掉 一 个 半径 为 e 的 小 圆 盘 , 并 应 用 经 典 Gauss-Bonnet 公式 .) 
2 ( 欧 氏 平面 的 等 周 不 等 式 )， (i) (Wirtinger 不 等 式 )， 假设 fs [0,1] 一 R EREB 
g f fis co r0) = 10. BED 


[roras (F) [vora 
(提示 : 用 Fourier 展 式 .) 


(ii) 假设 Q C 了 ”是 个 紧 且 以 00 为 边界 的 光滑 区 域 . 再 假设 o = 00 是 条 长 度 为 1 的 闭 曲 


o: [0,1] dQ, 
8— (2(s),y(s)). 
c 是 单位 弧 长 参数 表示 , 即 [x (s)? + [y (S) = 1. 24 00 = 的 重心 为 原点 时 , 试 证 明 


2Area(Q) = nz — ydz| < 去 | £x (8)? + [y (s)? ds 


2 


27 
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对 所 有 R 中 的 有 界 域 O 成立. 
3 (未 解决 的 问题 : Gromov 猜测 ). 假设 (M”, g) 是 个 单 连通 的 具有 非 正 截面 曲率 的 完备 Rie- 
mann 流 形 . 考虑 下 列 等 周 不 等 式 是 否 成 立 


R E EES 
[Voln-1(S"-1(1))] = 


[Voln—1(Q)] v^, 


这 里 S"-1(1) = OB" (1), B^(1) 是 欧 氏 空间 的 单位 实心 球 , H n > 4 (n = 3 时 由 B.Kleiner 解 
决 ). 

4 (未 解决 的 问题 : 丘成桐 的 一 个 猜测 ). 我 们 已 知道 : 如 果 (M, g) 是 个 紧 无 边 的 具有 非 正 
曲率 的 Riemann 流 形 , 且 假 设 M” 基本 群 m (M) 有 个 同 构 于 Z@Z 的 子 群 , 则 M”, g) 包含 
全 测 地 浸入 平坦 环 面 . 现在 我 们 反 过 来 要 问 : 

假设 (M, g) 是 个 紧 无 边 具 有 非 正 截面 曲率 的 Riemann 流 形 , (M”, 9) 的 万 有 覆盖 空间 (M”， 
9) 包含 一 个 全 测 地 的 欧 氏 子平 面 . 此 时 M". 的 基本 群 m (M7) 是 否 包 含 一 个 同 构 于 Z@Z 的 
子 群 ? 

5 (AE Z- FREI ZOZ 子 群 )， 假设 (M”, g) 是 个 紧 无 边 具 有 非 正 截面 曲率 的 Riemann 
流 形 , 设 (M”",g) 的 万 有 覆盖 空间 (M",5) 包含 一 个 Z 不 变 的 全 测 地 欧 氏 平面 R, 这 里 是 基 
本 群 m1(M") 的 一 个 子 群 . 试 证 明 m (M") 含 一 个 同 构 于 Z 6 Z TRE GROS: 考虑 等 距 浸入 


y. R?/Z=S'xR— M”, 


(s,t) = ¥(s,t). 
因为 (M", 9) 是 个 紧 Riemann 流 形 , 它 的 测 地 线 是 循环 的 , 从 而 存在 两 个 非常 大 的 数 ti 和 te 
使 得 


0 (ap 
So lst) Elsta) <e < Ur" 9) 
SM” 


ZX ||- sue 表示 单位 切 从 的 距离 函数 ,|t1 一 t2| 非常 大 . 用 上 述 不 等 式 和 v] stique] 构造 一 
个 连续 映射 p: St x 5! 一 M" 使 得 px(Z 田 2Z) = ZOZC m(M")) 


第 七 章 ”具有 非 负 曲 率 的 流 形 


关于 正 曲 率 流 形 的 研究 在 整体 Riemann 几何 中 起 着 重要 的 作用 . 在 本 章 我 们 从 
讨论 具有 非 负 曲率 的 例子 着 手 , 考虑 关于 正 曲 率 紧 流 形 基本 群 的 陈省身 猜测 . 在 20 
世纪 70 年 代 中 , Cheeger-Gromoll 作出 了 关于 非 基 完备 、 具 有 非 负 曲 率 流 形 的 开创 
性 工作 , 本 章 也 作 些 简介 . 由 该 理论 所 产生 的 各 种 猜测 和 未 解决 问题 仍然 是 几何 学 
家 的 热门 课题 . 本 章 也 将 给 出 一 个 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜测 的 新 证 明 . 


87.1 具有 非 负 曲率 流 形 的 例子 


在 几何 中 , 构造 正面 的 例子 和 反例 是 个 重要 课题 . 著名 数学 家 Calabi 曾 专门 开 
设 一 门 研究 生 课程 叫做 “几何 中 的 例子 和 反例 ”. 新 的 例子 为 开创 新 的 几何 提供 启 
AS, 并 且 是 几何 理论 的 基石 . 本 市 先 考虑 齐 性 空间 的 例子 , 接着 再 讨论 非 局 部 对 称 
空间 的 例子 . 

我 们 先 考 虑 紧 李 群 上 的 双 不 变 度量 . 如 果 G 是 个 紧 李 群 , 对 G 中 的 每 一 个 元 o, 
我 们 考虑 o 在 G 上 的 堪 作 用 和 右 作 用 . 例如 , 左 作 用 Lo: G 一 G 可 以 定义 为 


Lo: GG, 
h —> oh. 


类 似 地 , 我 们 可 以 定义 右 作用 Ro: G — G 为 Rolh) = ho. 用 (Co), 表示 Lo 的 导 
数 映射 , 则 对 G 上 的 任何 一 个 度量 9， 我 们 可 以 构造 一 个 新 的 度量 使 得 新 度量 9 是 
紧 李 群 G 上 的 双 不 变 度量 

构造 新 度量 8 的 过 程 为 如 下 . 首先 取 一 个 在 李 群 G 上 的 双 不 变 Har 测度 使 
得 G 的 总 测度 为 1, 即 (G) = 1. 对 在 单位 元 e 处 的 任何 一 对 切 向 量 X AY, 我 们 
定义 

(= 人 co(Ro 29). (8). Y Metu 
这 里 du (0) 表示 对 变量 o 用 测度 p 积分. 类 似 地 , 在 T, (G) 中 的 新 度量 可 定义 为 
(XY ale = ff a0: (90:3 G4) (t). Y M4 094,7). 
heG Jo'EG 


显然 新 度量 (0, -)) 是 双 不 变 的 . 
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WR {X,Y} 是 G 上 的 两 个 左 不 变 向 量 场 , 则 我 们 可 以 算出 


VxY = ix, Y], (7.1) 


这 里 V 表示 关于 新 度量 9 的 协 变 导数 . 关于 等 式 (7.1) 可 以 验证 如 下 . 
首先 我 们 回忆 一 下 李 群 中 的 基本 等 式 . 考虑 G 的 内 自 同 构 


Auta: G — G, 


(7.2) 
z— h-lzh. 


注意 到 李 群 G 在 单位 元 e 处 的 切 空间 恰恰 是 G 的 李 代 数 g, 对 等 式 (7.2) 中 z 求 
导 , 我 们 有 
Adp: T.(G) 一 T.(G), 
X > d(Autj)|, X. 


WR G 有 个 双 不 变 的 度量 , 则 Ads: g 一 g 是 个 等 距 同 构 . 假设 X,Y 和 2Z 为 G 上 
的 三 个 左 不 变 向 基 场 并 且 令 户 = exp(tZ), 我 们 更 进一步 得 到 , 对 所 有 t 都 有 


(7.3) 


(Adexp(tz) X, Adexp(tz)Y) m (X, Y). (7.4) 
众所周知 ， 
Gp Adexp iz) X hio = |Z, X]. (7.5) 


对 (7.4) 关于 上 在 上 = 0 处 求 导 并 应 用 (7.5) ,我 们 得 出 
(Z, X, Y) + (X,[Z,Y]) 20 (7.6) 
对 所 有 左 不 变 向 量 场 成 立 ， 这 里 度量 6) 是 双 不 变 的 . 最 后 由 Galot, Hulin 和 
Lafontaine 书 的 第 68 页 得 出 (并 应 用 (7.6)) 
2(VxY, 2)= X(Y, Z) - YUZ, X) - Z(X,Y) 
TX Y], Z) i (X. Z|, Y) m (LY, Z], X) 


2940 eX e aA edg 
= (X Y]. Z) 


(7.7) 


对 所 有 左 不 变 向 量 场 成 立 . 
命题 7.1 BEER G 具有 双 不 变 的 度量 . 则 对 G 上 的 任何 三 个 左 不 变 向 量 
By XY 和 2, 都 有 


^ 1 
VxY = 3[X; Y], 
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且 它 的 曲率 张 量 为 


R(X,Y)Z = -[[X,Y], Z], (7.8) 


从 而 截面 曲率 为 非 负 ， 
(ROC Y)X, Y) = FIK YI. 


WB] ET SFR EY [X,Y] = XY -Y Xf 对 所 有 光滑 函数 f 成 立 . 
因此 我 们 可 从 定义 直接 得 出 Bianchi 等 式 


[X Y], Z] + [Y Z], X] + [[Z, X], Y] = 0. (7.9) 
根据 等 式 (7.9) Al (7.1). 我 们 看 出 


R(X, Y)Z =—-VxVyZ4 VyVxZ+ Vixy]Z 


= - 21x, s 21) + 40 Do ZI) + zoo Y. Z] 


再 应 用 (7.6) 我 们 有 


证 毕 . 

根据 命题 7.1 可 以 得 出 , 任何 一 个 具有 双 不 变 度量 的 李 群 可 分 解 为 G = G1xR”， 
其 中 Gi 为 紧 不 可 交换 的 李子 群 . 

接 下 去 我 们 要 说 明 的 是 : 如 果 G 是 一 个 具有 双 不 变 度 量 的 李 群 , 则 它 的 商 空 
间 G/H 必 是 一 个 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , 这 里 H 是 G 的 一 个 子 群 . 通常 商 空 
间 G/H 称 为 齐 性 空间 . 

齐 性 空间 的 截面 曲率 的 计算 主要 依赖 于 著名 的 O'Neill AA. O'Neill 首先 注意 
到 恰当 序列 

H > G — G/H 
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和 由 此 引起 的 纤维 从 . 拓扑 中 的 纤维 从 和 Riemann 几何 中 的 Riemann 浸没 (Rie- 
mannian submersion) 有 着 紧密 的 联系 . 

定义 7.2 (Riemann 浸没 ) 假设 (M",g) 和 (N*,h) 为 两 个 完备 的 Riemann 流 
JE, 并 假设 存在 一 个 C! 光滑 映射 v. M" — NF 满足 如 下 性 质 : 

(1) 映射 o 是 个 正则 满 射 ( 即 C1 光滑 浸没 ): v(M") = N*, 在 M" 中 的 每 一 
点 cU 的 导数 办 |* 是 个 满 秩 矩阵 ; 

(2) 对 N* 中 每 一 点 qeE N*, 有 一 个 C1 光滑 的 满 秩 纤维 v^ la) = Fy. WMR X 
在 ?处 垂直 于 Fy, 则 我 们 要 求 


lvl [ln = lX llo 


对 所 有 X L Fy RZ. 
这 样 的 映射 儿 叫 做 Riemann 浸没 . 
假设 y: M" — N* 是 个 C? 光滑 Riemann 浸没 , 则 对 N* 上 的 任何 一 个 向 量 
Hee TNF, p e M", 都 存在 € TE p 处 的 唯一 提升 E HG EL Fy = yta), 这 
E q= v(p). [£l = El Al veli = €. 我 们 观察 到 , M" E p 处 的 切 空间 T, M” 有 个 
正 交 分 解 
TyM” = Hy ® TpFq, (7.10) 
这 里 H, 是 纤维 F TE p 处 的 正 交 补 , 简称 N* 在 p 处 的 水 平 提升 . 
下 面 的 O'Neill 定 理 对 Riemann 浸没 的 研究 十 分 重要 . 
定理 7.3 ”假设 M” 一 N* 是 个 C? 光滑 Riemann 浸没 , 则 对 N* 中 在 gq 
处 任何 两 个 单位 正 交 向 量 场 6, m 我 们 都 有 
Ven = (Ven) + FEM”, (7.11) 
这 里 Y* 是 由 (7.10) 中 正 交 分 解 Y = Y^ DY" 中 的 相 切 于 纤维 F 的 分 量 . 更 进 一 
步 , 我 们 还 有 
Ky (5,5) + IIe a" I? = Kye (5.0). (7.12) 


这 里 Kur Al Ky 表示 截面 曲率 . 
证 明 我们 首先 观察 到 如 果 f. NY 一 R 是 个 光滑 函数 , 则 有 


E iC ov) — [e m(f ov) =0. (7.13) 


WAV 相 切 于 FQ 则 有 
E, V](f o v) =0. (7.14) 
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回忆 一 下 我 们 以 前 用 过 的 公式 


2(V xY, Z) = X(Y, Z) +Y (Z, X) - Z(X,Y) 


(7.15) 
TX Y], 4) zd (X; Z), Y) in (Y; Z], X), 
从 (7.13)~(7.15) 可 以 得 出 
(Vei, Z) = (Ven, Z), 
(Ve¥,V) = d Y], v), (7.16) 


上 述 等 式 表示 当 X 和 了 是 正 交 单 位 向 量 时 , 则 有 
Kya(X,¥) = Ky Qo) + SIP, 


由 此 , 定理 7.3 成 立 ， 证 毕 . 

Riemann 几何 中 一 个 极为 重要 的 问题 是 研究 是 否 有 具有 正 曲率 的 怪 球 , 读者 可 
参见 丘成桐 的 几何 问题 集 的 第 二 个 问题 ([Y2] p670). 

在 1956 年 ,Milnor 发 现 很 多 流 形 同 胚 于 单位 球面 可 是 并 不 微分 同 胚 于 单位 球 
面 . 例如 存在 7 维 怪 球 X7, 它 不 是 任何 8 维 有 边 流 形 的 边界 . 我 们 注意 到 T 维 标准 
球面 是 8 维 实心 球体 的 边界 , 故 ”肯定 不 微分 同 胚 于 57, OL [Mi]. 在 7 维 时 , 恰恰 
有 28 种 流 形 同 胚 于 57, 其 中 15 种 怪 球 是 由 不 同 的 纤维 从 引起 


S53 — OT st. 


最 近 Grove 和 Ziller'S7) 证 明了 这 15 种 Milnor 怪 球 都 容许 一 个 非 负 曲率 的 度 
Ti. 我们 要 指出 的 是 ， 有 个 9 维 怪 球 没有 具有 正 数量 曲率 的 度量 见 Hitchin 的 
工作 ( 见 [Hi]). 

非 齐 性 空间 的 例子 应 当归 功 于 Cheeger.1973 年 他 构造 了 在 CP"#CP” 上 具有 
非 负 截面 曲率 的 度量 ( 见 [Chel] ). 从 那 以 后 ,30 年 来 没有 新 的 具有 非 负 曲率 的 非 齐 
性 空间 的 例子 发 现 . 

男 一 方面 , Gromov 证 明了 存在 一 个 常数 Cn), 只 和 维 数 n AR, 使 得 任何 一 
个 具有 非 负 截面 曲率 的 ” 维 流 形 M" 都 有 


b;(M") < C(n), 


M: 


BS 
ll 
o 
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这 里 b; 是 M" 的 第 j 个 Betti 数 , IL [Gr1]. 所 以 Cheeger 的 方法 不 能 应 用 到 任意 
大 的 拓扑 和 CP"#CP"#:…#CP” E. 


87.2. ”基本 群 和 陈省身 猜测 的 反例 


在 1965 4E, 现代 微分 几何 的 哆 基 人 陈省身 提出 了 下 列 猜 想 : 假设 M" 是 个 紧 
的 具有 正 截面 曲率 的 Riemann 流 形 , 则 它 的 基本 群 m (M") 的 任何 交换 子 群 必 为 循 
环 子 群 ( 见 [Y2] p671). 

陈省身 猜测 是 受到 Preissmann 定理 的 启发 ， 在 86.2 节 中 我 们 阐述 了 Preiss- 
mann 定理 : 假设 M” 是 紧 的 可 定向 的 具有 仙 截 面 曲率 的 流 形 ， 则 M" 的 基本 
FE m (M) 的 任何 一 个 交换 子 群 必 和 整 数 群 Z 同 构 . 

Hfi, K, Shankar 在 1998 年 找到 了 一 个 简单 的 反例 (I [Sh])， 我 们 首先 注 
意 到 正 交 群 SO(3) 具有 一 个 子 群 同 构 于 Zo Zo, 这 里 Zo = {0,1} = Z/2Z. W 
JR Za QD Za 是 个 非 循环 群 . 所 以 , 如 要 说 明 陈省身 猜想 不 成 立 , 只 需 验 证 下 列 定理 . 

定理 7.4 ([Sh]) 存在 一 个 7 维 的 具有 正 截 面 曲率 的 流 形 M"， 使 得 正 交 群 
SO(3) 在 M” 上 有 一 个 自由 的 保 度量 的 作用 . 从 而 M" /(Z2 Q Z2) = N 是 个 具有 
正 截面 曲率 的 Riemann 流 形 ,N" 的 基本 群 有 个 同 构 于 Zo QD Zo 的 子 群 . 

证 明 令 U(3) 是 3 维 复 欧 氏 空间 C^ 的 复 正 交 群 . 如 果 A 是 个 3x 3 SOBRE, 
我 们 用 4 表示 A 的 共 斩 ,47 表示 A 的 转 置 . DUI 


U(3) = {A|AAT = Id), 


这 里 Id 表示 恒 等 矩阵 .dimR(U(3)) = 9. 


z 0 0 
0 z 0 
0 0 z 


lz| = | 等 距 同 构 单位 圆周 群 ,再 令 


因为 子 群 (2) x Z' 作用 在 U(3) 上 是 个 保 度量 的 自由 作用 , 我 们 且 有 Ui C U(2). 下 
面 我 们 考虑 双边 商 空间 Ui /U (3)/ Z^, 即 考虑 所 有 双边 集 (cosets) {U1 102Z weu), 
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所 得 商 空间 为 M7, 并 且 我 们 有 下 列 纤维 从 
(U(2) x Z'/(Uj1 x Z) 2 M' > CP’. 


大 家 都 知道 , SO(3) = SU(2) = (U(2) x Z')/(Ui x Z^), 从 而 50(3) 在 M" 上 的 作 
用 是 等 距 的 和 自由 的 , 上 述 纤 维 从 等 价 于 


SO(3) 一 M' — CP? 


是 个 Riemann EHE. Eschenburg 已 经 证 明 M" 上 (从 U(3) 上 诱导 出 ) 的 商 度量 具 
有 正 截面 曲率 ([Es2]). 证 毕 . 

我 们 要 指出 的 是 , 如 果 一 个 完备 流 形 M" 的 Ricci 曲率 有 个 正 的 下 界 , Ries > 
(n—1)c? > 0, M M" 的 直径 小 于 等 于 > BLATT BABES. 如 果 MT 的 截面 曲率 
AE, W M” 不 一 定 是 紧 的 . 例如 抛物 面 M? = {(z,y,z) € R?|x? + y? = z) 的 截面 
曲率 处 处 为 正 , 但 它 的 曲率 没有 一 个 全 局 的 正 的 下 确 界 . 

在 下 一 节 中 , 我 们 讨论 具有 非 负 截面 曲率 的 非 紧 流 形 . 在 非 紧 流 形 和 非 负 曲率 
的 研究 中 ，Cheeger-Gromoll 作 了 开创 性 的 工作 . 
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本 节 的 主要 目的 是 讨论 非 紧 完备 的 具有 非 负 曲率 的 流 形 . Cheeger-Gromoll 对 
这 类 流 形 的 几何 和 拓扑 结构 作 了 深刻 的 描述 , 其 中 最 主要 的 是 发 现 这 类 流 形 必定 微 
分 同 胚 于 一 个 紧 的 全 测 地 的 子 流 形 的 法 向 量 从 . 

定义 7.5 (4148, totally convex set) 设 Q 是 完备 流 形 M" 中 的 一 个 子 集 . R 
设 任何 端点 落 在 © 中 的 测 地 线段 o: [0,1] 一 M" WERKE © FB, B o([0,1]) c 9, 
则 称 9 为 M” 中 的 一 个 全 凸 集 . 

在 定义 7.5 中 , 我们 并 没有 要 求 测 地 线段 o 是 最 短 测 地 线段 . 显然 地 , ER 
必 是 一 个 凸 集 . 反 过 来 , RAR EEE IS AR 

Gil Xx M^ 为 标准 球面 52(1). 令 9 为 一 个 单 点 集 Q = {po}, 这 里 po 是 2 维 
单位 球面 的 南极 . 显然 O 是 个 凸 集 . 但 是 如 果 我 们 取经 过 南极 的 闭 测 地 线 o, 则 c 
并 不 包含 在 9 中 , 所 以 9 不 是 一 个 全 凸 集 . 

如 果 OF M" 中 的 全 凸 集 , 取 f(x) = d(x, 0). 应 有 Morse 理论 可 以 证 明 , M" 
同 伦 等 价 于 Q. 所 以 O 包含 M" 的 很 多 拓扑 信息 . 

WAR M" 是 个 非 紧 完备 的 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , 我 们 希望 找 出 一 个 紧 无 边 
的 并 且 是 全 凸 的 子 流 形 S. 这 样 的 无 边 子 流 形 叫 做 M" 的 灵魂 (soul). 
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我 们 要 分 儿 步 走 才 能 最 后 构造 出 流 形 M" 的 灵魂 S. 首先 我 们 试图 找 出 带 边 
的 全 是 子 集 , 这 要 牵连 到 定义 在 M” 上 的 Busemann 函数 . 

定义 7.6 (1) 假设 o: [0,+eco) 一 M" 是 条 测 地 线 且 满足 d(o(t1),o(t2)) = 
lti — t2], XE tii = 1,2) 为 任何 非 负 实数 , 则 称 o 为 一 条 ( 极 小 ) 射线 (vay). 

(2) A o: [0, +00) ^ M" 为 一 条 极 小 射线 , 则 函数 


oo) = lim {t d(x, o(0)) 


PAH o 决定 的 Busemann RA. 

我 们 从 下 面 的 例子 中 可 以 看 到 不 是 所 有 的 测 地 线 都 是 极 小 射线 . 

例 ”我 们 考虑 柱 面 M? = S! x R = {(cost,sint,z)|t € R,z € R} c m. © 
AR M? 的 曲率 恒 为 零 ， 因 为 M” 上 有 乘积 度量 , 其 中 的 S 因子 是 全 测 地 的 , 所 
以 S! x {zo} 是 条 在 M? 中 的 闭 测 地 线 . 任何 闭 测 地 线 肯 定 不 是 极 小 射线 ， 我们 
再 考虑 螺旋 线 c(t) = (cos(at), sin(at), 8t), 这 里 o? + 6? = 1,a8 > 0. 因为 螺旋 线 
E S' AIR EWR A MAAR, 所 以 螺旋 线 o 必 是 柱 面 M? = 5! x R 中 的 测 地 
£X. 4a A 0 时, 这 样 的 测 地 线 o 不 是 极 小 射线 . 只 有 径 向 直线 o(t) = (20, yo, t) 
是 M? = 51 x RR 中 的 极 小 射线 . 

下 面 的 引 理 在 Cheeger-Gromoll 理论 中 起 了 举足轻重 的 作用 . 

命题 7.7 假设 M" 是 非 紧 完备 旦 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , 假设 o: [a, +00] 一 
M" 是 条 极 小 射线 , 则 相应 的 Busemann 函数 no: M" 一 R 是 个 是 函数. 更 进 一 
步 nz ((-oo. d]) 是 个 全 是 集 . 

证 明 假设 y: [a,b] > M" 是 条 具 单 位 速度 的 测 地 线 , 并 设 ”的 两 个 端点 均 
落 在 n; ([-oo,c]) FP. 我 们 要 证 明 : 对 所 有 $ € [a 0], no (v(8)) & e. S 


5:(8) = d(o(t), (8). 
我 们 的 目标 是 证 明 
Jim [t — ó(8)] € c. 


为 了 实现 这 个 目标 ， 我 们 考虑 (o 刀 中 的 开 集 U = {s| no(v(s)) > c). MARU 是 
TR, 则 命题 7.7 BRRL. EDA, WU 中 包含 3 € 的 最 大 区 间 (51,52) 使 
得 8 € (81,82) C U, 显然 yo(2(s0)) = c = mo(p(s2))( 由 最 大 性 质 得 出 ). 假设 办 是 
连 2(9 和 o(t) 的 长 度 为 5 的 测 地 线 , 令 


Qt = Ly(s) (0(t), p(s1)), bt = Lec (o (t); p(s2)). 
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EH atp: = ms 所 以 至 少 ou 和 Pi 中 有 一 个 小 于 等 于 S ARENE, 由 
比较 定理 得 出 d(o(t), p(s1)) 和 db,e(s?)) 中 至 少 有 一 个 满足 < OF + Gs a), 
即 有 

minfqta(b,e(sD),dta(b,e(s)) < y? + (s1 = 82)? 


这 等 价 于 
04 > min{ y [d(o(t), p(s1))]? — (s1 — 82)", v/Id(e (t); p(s2))]? — (s1 — s2)°}. 
当 上 一 oo, 取 极限 我 们 就 得 出 


No(($)) = lim [t — 44(8)] 


< max (ns (vo(s1)), No (Y(s2))} = c. 


由 此 命题 成 立 ， 证 毕 . 

为 了 构造 紧 的 全 凸 集 . 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 

引 理 7.8 ”假设 M" 是 个 非 紧 完备 的 Riemann 流 形 , {qo,q1,…} 是 个 无 界 的 
无 穷 序 列 . 再 假设 oj: [0,4] > M" 是 连 qo 到 aq; 的 一 条 最 短 测 地 线 且 具有 单位 速 
E. 则 有 一 个 子 序列 (05, (0) EP 收敛 于 一 个 单位 向 量 ves € T4, M") 使 得 oss (t) = 
Expy, (tvo) H. goo: [0, +00) —^ M" 是 一 条 从 qo 出 发 的 射线 . 

证 明 我们 首先 观察 到 在 qo 处 的 单位 切 球面 597 (1) C ToM”) 是 个 紧 集 . 
所 以 无 穷 序列 {05 (0)}. 有 一 个 收敛 子 序列 {05 (0)}. 另外 注意 到 {q;} 是 个 无 界 序 
Ji, 所 以 d(qo, qj) = lj — +00. 固定 任何 ro > 0, oilovrol — Collor] 一 致 收敛 . 因为 
每 个 oloro] 都 是 最 短 测 地 线段 , 所 以 对 任何 一 个 ro > 0, coloro] 都 是 一 条 最 短 测 
地 线 , 从 而 ow: [0, +00) 一 M” 是 条 从 qo 出 发 的 射线 ， 证 毕 . 

由 上 述 讨 论 我 们 得 出 下 列 结论 . 

定理 7.9 ”假设 M" 是 个 非 紧 完 备 的 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , {oy bac, 是 所 
有 从 qo 出 发 的 极 小 射线 的 集合 . 则 O = A Noy ((—0o,0]) 是 个 包含 p HANA 
fi. 这 里 no. SKF o4 的 Busemann 函数 mo, (x) = Jim [t — d(x, ox (t))]. 

证 明 ”由 命题 77 得 出 , 半 室 间 nz! (00, 0) ETEA. 显然 w € nz ({O)) 
我 们 断定 9 = D uoo) 必 是 一 个 有 界 集 ， GNI, O 中 必 有 一 个 无 界 序 


列 q; 一 oo, 应 用 引 理 7.8, 我 们 找到 一 条 极 小 射线 Foo, 使 得 na. (Gj) 一 +o, 这 
和 O 的 定义 不 相符 合 , 矛盾 . 因此 ,0 必 是 个 有 界 集 . 显然 9 是 闭 集 的 交集 , 仍然 为 
闭 集 . 由 于 M" 是 完备 流 形 , 任何 有 界 闭 集 必 为 一 个 紧 集 . 所 有 全 凸 集 的 交集 仍然 
是 个 全 凸 集 . 从 而 9 是 个 紧 全 凸 集 ， 证 毕 . 
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根据 微分 拓扑 的 知识 , 任何 凸 集 是 个 带 边 子 流 形 . 假设 O 是 个 凸 集 且 它 的 维 数 
为 已 则 9 有 个 天 维 的 内 部 , 且 有 一 个 (k 一 1) 维 的 相对 边界 , Cheeger 和 Gromoll 更 
进一步 考虑 内 向 等 距 集 合 : 


Qc = (x € Dld(w, 00) > t). 


定理 710 ”假设 M" 是 个 非 紧 完 备 的 具有 非 负 截 面 曲率 的 完备 流 形 , 再 假 
设 Q 是 个 紧 的 全 凸 集 , 其 相对 边界 为 0. 则 OLD = {z & 0| d(e, 3N) > 必然 是 
KANTA 
我 们 用 一 个 新 的 方法 证 明定 理 7.10, 这 个 方法 受到 Calabi 的 工作 的 影响 和 
启发 
定义 7.11 f M 一 有 是 个 连续 函数 , 我 们 说 f YE ao 点 处 XX 方向 的 
二 阶 导数 

Hess(f)la (X, X) > C, 


即 意味 着 有 一 个 包含 go 的 开 集 和 一 个 光滑 的 函数 h: U 一 RR 使 得 

1) h(qo) = f(q0); 

2) Æ U E f(x) 2 h(x); 

3)Hess(h)|a (X, X) > C, 这 里 二 阶 导 数 Hessian, Hess) 的 定义 为 Hesqh)(X, Y) 
= XYh — (VxY)h = (Vx Vh, Y). 

我 们 需要 回忆 一 下 Riccati 方程 .如果 {2} 是 一 族 光 滑 等 距 曲 面 , 假设 (X,Y) 
= (Vx GY) 是 曲面 相对 于 单位 方向 S 的 第 二 基本 形式 . 则 这 一 族 第 二 基本 
形式 (1,) 满足 Riccati 方程 


2 
I, 4 0, + R(t) =0, 


这 里 RO) = Ro ARIF, ROY) = (n (3.2) ZY). 


注意 到 如 x, = 00») 且 如 果 00 是 凸 集 , 相对 于 内 法 向 量 SX, X) <0. 
当 截面 曲率 Rs > 0 为 非 负 时 ,我 们 则 有 


1 2 
I,—--I,-RA,x«0. 


众所周知 , 当 上 增长 时 ，I 变 得 越 来 越 负 . 一 个 集合 Oo 关于 内 法 向 基 的 第 二 基 
本 形式 为 人 负 当 且 仅 当 V- 是 个 凸 集 . 
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上 述 论述 对 光滑 等 距 曲 面 族 {2*} 是 肯定 成 立 的 . 对 照 我 们 的 情形 , 我 们 的 等 距 
曲面 族 {OQ (4) } 不 一 定 光滑 , 这 就 需要 我 们 应 用 定义 7.11 来 克服 这 个 困难 . 下 面 我 
们 给 出 定理 7.10 的 详细 证 明 . 

定理 7.10 的 证 明 (ER go € O Hig to = d(qo, 00) > 0, & f(q) = d(q, OQ). 1E 
意 到 f: 0 一 民 仪 仪 是 个 连续 函数 , 取 一 条 从 00 到 qo 一 条 最 短 测 地 线段 co: [0, to] 一 
Q 使 得 co(0) € OQ 和 o0(to) = qo. 

如 果 O 是 维 带 边 流 形 , 9Q(_t) 是 (k — 1) 维 流 形 . 因为 oo: [0, to] 一 O 是 条 
最 短 测 地 线段 , colo 和 olet] 必 仍 然 是 最 短 测 地 线段 . 所 以 由 第 一 变 分 公式 得 出 ， 
9Q(_ 在 oo(e) 处 有 一 个 切 空间 等 距 于 大 维 欧 氏 空间 R% JE EU Of (6) LT, (0%) 
BS 正 交 于 001. 对 所 有 0< e < 如 成 立 

令 Y, = 00-1. 应 用 Riccati 方程, 沿 着 oo, 我 们 得 出 : 90(_.) 的 第 二 基本 形 
XX (相对 内 法 向 量 2) 仍然 为 非 正 . He loe 在 ol) 处 是 凸 的 . Boe 一 to 我 们 得 
出 ?io 在 qo 也 是 凸 的， 证 毕 . 

对 每 一 个 给 定 的 紧 全 是 集 9, 我 们 定义 


Tmax(Q) = max{d(z, 0Q)|a € Q}. 


M t= rmax(9) 时 , 令 Qa = (x € 9 | d(x, 00) > £j), WI dim(Q( 5) < dim(Q). 

如 果 我 们 重复 上 述 步 又 , 每 次 维 数 都 会 递减 , 至 少 每 次 减少 128. 如 果 M" 的 维 
BA n 维 , 最 多 重复 n 次 , 我 们 最 后 得 到 一 个 全 是 集 Oo, H Oo 是 个 无 边 的 紧 流 形 . 
很 显然 , 全 凸 集 必 然 是 全 测 地 集 . 这 样 的 紧 无 边 全 上 曲子 流 形 被 Cheeger 和 Gromoll 

我 们 由 此 总 结 一 下 本 章 的 主要 结果 . 

定义 7.12 ”假设 M" 是 个 非 紧 完备 的 具有 非 负 截面 曲率 的 Riemann 流 形 , 则 
存在 一 个 全 凸 的 紧 无 边 流 形 5( 简 称 灵魂 ), 使 得 M" 微分 同 胚 于 S 在 M” 中 的 法 向 
Hy NS. 更 进一步 的 , WMR X 和 了 是 两 个 M" 中 沿 5 的 单位 切 向 量 ,满足 X15 
和 YeTS, 则 

K(X,Y)=0, 


这 里 K(X,Y) 表示 由 X A Y 张 成 的 截面 曲率 . 

证 明 ”我们 要 用 到 下 面 一 个 事实 . 如 果 O 是 个 欧 氏 空间 R” RR, H Ue(9) 
是 沿 着 O 的 管状 邻 域 , 则 OUO] 必 是 一 个 C0， 光滑 的 紧 超 曲面 , 这 是 由 Federer 
发 现 的 著名 定理 ( 见 [Fe]. 我 们 要 说 明 的 是 , 这 里 我 们 仅仅 假设 8 是 凸 的 和 = > 0, 
并 没有 要 求 00 是 0" 光滑. 
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HE R^ 换 成 M” 时， 如果 MARARA © 充分 小 , so > e > 0,0[U-(Q)] 
同样 是 Ch 光滑 , 因此 我 们 只 需 证 明 : 对 所 有 R> 0, FH Na(S) = {(z,v)lz € 
S,v.LS,||vl| < R} PAE TF Us(Qn--), 这 里 {Nu} 是 由 Cheeger 和 Gromoll 
构造 的 凸 集 族 . 

当 及 充分 小 时 (如 小 于 5 的 单一 半径 ), 众所周知 , 指数 映照 Exp: Na(5) 一 
M" ESRA. 接 下 去 我 们 用 Bootstrap 方法 逐步 构造 越 来 越 大 的 微分 同 肛 . 

WR A 是 个 闭 全 凸 集 , 我 们 令 A 的 单一 半径 为 5(4) = sup(e | Ue(4) 中 每 一 
个 点 x 有 个 唯一 个 在 A 中 的 最 近 点 上 即 如 果 0 < © < 5(4), 则 存在 一 个 从 Ue(4) 
到 A 的 最 短 距离 投影 . 

id Ko = max(K(z) | v € Ui(Qr)}. 则 对 任何 全 是 闭 子 集 A COR, 我 们 都 有 


H(A) > bo() = min {Ini (On), eth 


这 里 o9 (0) 不 依赖 于 全 凸 闭 子 集 4 的 选取 . 这 个 不 等 式 是 关于 测 地 三 角形 内 角 和 
比较 定理 的 一 个 推论 . 
有 了 上 述 不 等 式 和 最 短 距离 的 投影 . 我 们 可 以 构造 一 个 从 [NR(S) - Nr-e(5)] 


到 |U.(Qn-c) - rt.) fS PUES. 用 归纳 法 . 假设 我 们 已 经 构造 了 从 Nm (5) 
到 UL (Cun, e) 的 微分 同 胚 , 用 上 述 结果 我 们 可 以 逐步 构造 从 [Nas(5) - Nn. (9) 
到 [U. (Qt, <) — U(r e] 的 微分 同 构 ， 再 作 微小 的 扰动 ,我 们 将 两 个 同 是 粘 直 
来 , 从 而 构造 Nn, (S) 到 U, (Qo, 的 同 胚 ,这 里 Ry > Ry +1. 从 而 , 我 们 得 到 一 个 
全 局 的 微分 同 有 

F: N(S) > M”. 


关于 混合 截面 曲率 为 零 的 证 明 , RTEA TEAR. 证 毕 . 
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我 们 首先 考虑 具有 正 曲率 开 流 形 的 例子 . 其 实 n 十 1 维 欧 氏 空 间 RH 中 任何 
一 个 严格 凸 的 开 超 曲面 都 是 具有 正 截面 曲率 的 开 流 形 . 特别 地 ，M2” = {(a,y, 2)|z = 
a? y?) 是 R? 中 的 抛物 面 , 它 具 有 正 曲 率 . 

用 Gauss 映照 不 难 证 明 , 如 果 M^ 是 ROH 的 严格 凸 的 超 曲面 , 则 M” 同 胚 于 
半球 面 中 的 一 个 星 形 开 集 , 从 而 M" PRIEST RT. 


87.4 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 的 证 明 “ 135. 


更 进一步 地 , Gromoll 和 Meyer 证 明了 , 如 果 M" 是 个 非 紧 完备 的 且 具 有 正 截 
面 曲率 的 流 形 , 则 M^ 必 同 胚 于 R^. 

从 上 述 一 系列 例子 出 发 ,Cheeger 和 Gromoll 提出 了 著名 的 “灵魂 猜想 ”. 我 们 
首先 观察 到 : 假设 M 是 个 非 紧 完 备 的 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , 如 果 M” 的 灵魂 
仅仅 是 个 单 点 集 , 则 M^ HEF R^. 

猜想 7.13 (Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 ) 假设 M” 是 非 紧 完备 的 具有 非 负 截面 
曲率 的 流 形 , 如 果 在 M" 中 有 一 点 po 处 所 有 的 截面 曲率 均 为 正 , 则 M" 必 微 分 同 
胚 于 欧 氏 空间 R”. 

这 个 猜想 在 1972 年 提出 . 近 30 年 来 , 由 Marenich,Walschap 和 Strake 等 给 
出 了 一 些 零星 的 部 分 解 , 最 后 由 Perelman 解决 . Perelman 的 证 明 方 法 , 依赖 早期 
的 Sharafudinov 和 林 镇 焕 的 工作 ( 见 [Shv] 和 [Yim2]). 在 这 里 我 们 提供 一 个 新 证 
明 , 不 需要 额外 的 关于 是 函数 和 凸 集 的 早期 结果 . 这 个 新 证 明 由 作者 之 一 的 曹 建 国 
All sit BLE 2003 年 给 出 , JIL [CaS2], 

如 果 我 们 有 一 个 全 测 地 等 距 浸 入 


Q: Rx [0,1] —^ M", 


(s,t) — (s.t), 


则 我 们 称 8(R x [0,1]) 为 M" 中 的 一 条 浸入 平坦 带 . 

本 节 的 主要 目的 是 要 考虑 和 Cheeger-Gromoll 凸 集 族 相关 的 平坦 带 . 

定义 7.14( 相 容 的 平坦 带 ) 假设 {9v} 是 Cheeger 和 Gromoll 4438 BA] 4 hR 
族 . 如 果 每 条 水 平 测 地 线 G(R x {t}) 都 包含 在 某 个 全 凸 集 Q 的 边界 00,0, 我 们 称 
平坦 带 oR x [0,1]) 相 容 于 Cheeger-Gromoll 4t 53: {94}. 

本 节 的 主要 目的 是 用 一 个 新 方法 导出 一 个 新 的 分 段 光滑 平坦 带 定 理 . 

定理 7.15 ([CaS1]) 假设 M" 是 个 非 紧 完备 的 具有 非 负 截面 曲率 的 流 形 , 再 假 
设 M" AAR” 微分 同 胚 , 则 对 M” 中 的 任何 一 点 z, 都 存在 一 个 连续 的 分 段 光 滑 
的 平坦 带 D= {bihicicn ERM" 的 灵魂 和 x. 更 进一步 , 每 个 分 段 的 平坦 带 9; 都 
和 Cheeger-Gromoll 的 是 集 族 相 容 . 从 而 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 成 立 . 

用 Guijarro 和 Perelman 的 方法 , "EFE EEURIU pH SBS Hh xe BE 7.15 的 另外 一 个 证 
BA (JL [CaS2]). 实际 上 , 定理 7.15 给 出 的 分 段 光 滑 的 平坦 带 {9;} 由 Cheeger-Gromoll 
的 凸 集 族 唯一 决定 . 为 了 刻画 这 一 性 质 , 我 们 分 三 步 证 明定 理 7.15. 在 以 下 的 三 个 
小 分 节 中 我 不 仅 给 出 定理 的 证 明 , 而 且 更 重要 的 是 对 Cheeger-Gromoll 凸 集 族 的 几 
何 性 质 作 个 新 的 更 深刻 的 描述 . 
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7.4.1 Cheeger-Gromoll 分 段 光 滑 测 地 线段 


我 们 首先 简单 地 小 结 一 下 Cheeger-Gromoll 全 西 集 族 的 几何 特征 . 

命题 7.16 (Cheeger-Gromoll E HRI) 假设 M" 是 个 非 紧 完备 且 具 有 非 负 截 
曲率 的 流 形 , 则 存在 一 个 分 解 ao = 0 < al < aa <: < am < am+l = oo 和 一 个 全 
西 集 族 {Q。j。>o 使 得 下 列 式 子 成 立 ， 

(1) M” = Yo Qu. 4 u > am 时 , dim(Q,) = n; 4 u € am 时 , 则 dim(Q,) < n. 

(2) Qo = S 是 流 形 M" 的 灵魂 . 因此 S 是 个 全 测 地 的 无 穷 光滑 无 边 子 流 形 . 

(3) 4u>0 RF, Q 是 个 紧 的 全 凸 带 边 子 流 形 . 如 dim[84] = ku, 则 它 的 相对 边 
F 00, 是 一 个 (ku — 1) 维 连续 流 形 . 

(4) 对 任何 一 个 uo € [aj,aj41] 和 0 <r < uo — aj, FIR {3Nu-r}relo,uoa;] 构 
成 单 向 等 距 子 族 ， 

Quo-r = (x € Q,,|d(z, Ruo) 2 r}. 

(5) Ue u > am, M] u — am = max(d(z,00,)).y € Qu}. 34 0 € j € m — 1 Hj, 
MW ai — a; = max(d(z, 0€,,,,)|r € Razy: ], 从 而 dim(Q,,) < dim(Q,,,,). 

下 面 我 们 要 考虑 最 短 距离 投影 的 存在 性 . 如 果 O 是 M" 中 的 一 个 子 集 , 我 们 
^ U-(Q) = (x € M",d(z,0) < e) 为 围绕 O 的 管状 邻 域 . RE O 的 割 迹 半径 定 
MA 

69 = sup{e| 存在 一 个 从 Ue(Q) 到 O 的 最 短 距离 投影 }. 

当 9 = {po} HAAS Don) = Dayo (Po) 等 于 M" 在 po 处 的 单一 半径 

下 面 的 关于 是 集 的 割 迹 半径 的 估计 首先 由 Cheeger-Gromoll 给 出 . 

命题 7.17 假设 {Qu}, a0 =0 < a <… < Gm 如 命题 7.16 PRR, T > am, 再 
设 Ko = max{K(z)|z € Qr41) 是 M" TE Ory, 上 截面 曲率 的 上 界 , 则 对 Or 中 任 
何 一 个 连通 凸 集 A, 它 的 割 集 半 径 有 个 下 界 . 

64 > 60(T) = Tmin {ive (Qr), Jm i} 

这 里 60(T) 是 个 不 依赖 4 的 常数 . 

证 明 我 们 用 反 证 法 和 内 和 角 比 较 定理 证 明 这 一 点 . 反 设 存在 有 不 同 的 两 点 q1 A 
q2 € A RI User (A) 中 的 点 了 使 得 d(p. q1) = d(p.q2) — 1 « 00(T). 考虑 从 qi 到 2 的 
最 短 测 地 线段 01: [0,1] — M”. 由 第 一 变 分 公式 得 出 La,(o4(0), A) > 7. 因此, 测 地 
三 角形 Apne 在 顶点 a 和 qo. 处 的 内 角 均 不 小 于 = 另 一 方面 , 在 截面 曲率 为 Ko 
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的 球面 中 我 们 考虑 长 度 和 Apno 一 样 的 新 的 等 腰 三 角形 AU. 注意 到 1 < Jm Br 
以 等 腰 三 角形 的 两 内 角 均 小 于 S 由 内 角 比 较 定 理 Apno 在 q 和 go 处 的 内 角 必 
小 于 TOFU. 

对 给 定 T > am, 我们 可 以 取 定 一 个 [0, T] 的 分 解 uo — 0 c ui <- <un =T, 
使 得 {ai}, 是 {us}, 的 一 个 子 集 , 并 且 Qu; C Usor) (uza) 

用 最 短 距离 投影 , 我 们 定义 下 列 分 段 光滑 测 地 线段 . 

定义 7.18 (Cheeger-Gromoll 分 段 测 地 线 ) 假设 (Qu), T > anm，6o(T) 和 分 
解 0 = uo < u < un = T WENE. 并 且 假 设 Pj_1: Qu, Qu, 是 个 最 短 
距离 投影 , 对 Or 中 的 任何 一 点 r, 我 们 定义 zw = m, XN-_1 = Pyle), tj = 
Pi-i(zj), 这 里 j= N,N 一 1,…,1. 则 分 段 测 地 线 (05) PRATER BL S All x 的 Cheeger- 
Gromoll 分 段 测 地 线 , 这 里 0j 是 连 Tj—1 到 Tj 的 最 短 测 地 线段 . 

在 上 述 定义 里 , 我 们 并 不 要 求 {x;} 是 个 不 重复 的 点 列 . 


7.4.2 ”关于 Cheeger-Gromoll 凸 集 族 的 切 锥 的 单调 性 质 


假设 {0;} 是 个 Cheeger-Gromoll 分 段 光滑 测 地 线 , 假设 vici A zi. 则 我 们 考 
虑 测 地 线段 c; [0,1] 一 M". 它 是 从 vii 到 zi 的 最 短 测 地 线段 . 如 存在 wi 使 
得 v, € OQw,, 我 们 定义 

ui(t) = wi — d(ci(t), O00,), 


根据 定理 7.16, 我 们 有 oilt) € 0€. (0. 
以 下 我 们 考虑 切 锥 的 变化 . 对 M" 中 的 任何 一 个 子 集 ORI y e 9, SITE XO 
在 bp 人 处 的 切 锥 为 


T-(0) = t €T,(M") 


d(Exp, (tv), Q 
- lim sup ERD — oh, 


t—0* t 


这 里 Exp, 是 指数 映射 . 

注意 到 切 锥 不 一 定 是 个 线性 子 空间 . 即 当 ve T7 (9) 时 , -v 不 一 定 属于 这 个 
切 锥 . 

本 节 的 目标 是 验证 下 列 单 调 定 理 . 

定理 7.19 ”假设 P, 是 沿 着 Cheeger-Gromoll 分 段 光滑 测 地 线 的 平行 移动 ， 
o = {oj} W u(t) MEARE. 则 相对 于 平行 移动 Po, Cheeger-Gromoll P558 {Qu} 
的 切 锥 是 单调 的 . 即 当 0 < to < t < 4 时 , 我们 有 


Po [17 (Qu, (t0))] i T, (t) (Qu, (t1))- 
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切 锥 的 单调 性 质 等 价 于 相应 的 法 锥 的 单调 性 质 . 故我 们 引进 法 锥 的 定义 . 

定义 7.20 (1) 假设 8 是 M” PAP RGR, Ko: [0,1] > M" 是 一 条 
从 o(0) =peQ HAH MHZ, 如 果 o'(0) 和 切 锥 Tp (0) 的 角度 > > 我 们 称 o (0) 
为 8 在 p 处 的 广义 法 向 量 . 

(2) Aras Q Æ M" 中 的 法 锥 定义 为 


N+(Q, M”) = {(p,v)|p € 2, (Exp, (tv), 9) = ltvll, 0 < lItvl] < da}. 
类 似 地 , 我 们 也 可 定义 相对 法 能 N+ (Quint (Qu se)). 
(3) ( 极 小 法 向 量 ) 假设 (po) < N+Qint(Quee)), v # 0 BW ome = 
top) 是 连接 到 00... 的 最 乱 测 地 线 则 称 2g Ou e p 处 的 极 小 法 向 量 
定理 7.19 的 证 明 ”回忆 一 下 , 我 们 有 单 向 等 距 曲 面 族 (00). 即 如 果 a) < 


u <S aj, II 


Exp, 


Qu = (x € Qa, | d(z, 00,,) 2 aj — u}, 
对 一 个 固定 的 T. 反 过 来 ,Yim 也 证 明了 有 个 仅 依赖 于 了 的 常数 Cr, 使 得 
max{d(a,Qq) ) | x € Oy] < Cr(b— a), 


这 里 0 <a<b<7T(N [Yim 1]~[Yim 2]) 
因此 如 果 ve [aj-1,a5), 我 们 可 以 取 


在 这 种 情况 下 , 我 们 有 最 短 距离 投影 P: Du。 0, 并 且 有 Qu = {ze Que | da, 
00,1.) > E}. 此 时 , FINERE N+ (Qu, Qu re) 是 等 于 由 极 小 法 向 量 张 成 的 凸 集 . 所 以 
我 们 仅仅 需要 验证 下 列 论断 : 

au dC o(to) 处 的 一 个 极 小 法 向 量 , 则 IP (oo) FIHI 
2) 之 间 的 来 角 小 于 等 于 了 . 

Bed E MoLU URS u(t1)] 一 

EAA o ARBRAR = Pine lt- ult) ETI: Wp = 
w(u(ts)). 现在 我 们 考虑 测 地 三 角形 Accson .因为 截面 曲率 K > 0, 故 任何 测 
地 三 角形 的 内 角 和 必 大 于 等 于 这 一 点 可 以 出 比 较 定 理 得 由, 从 而 我 们 有 有 


Lott) P10(t0)) + Lo(to) Pir o(t1)) 2 T= £p (6(5),0(t0)) > = 
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这 里 我 们 用 到 Quo) HEERA <p (olt), o(10) < Z (因为 -人 6) 是 00,0, 的 
内 法 向 量 ). 令 

Blt) = ot) (Pa (vo). Tz (00.9). 
我 们 的 目标 是 证 明 P(t) < T 对 所 有 + > to 成 立 . 因为 alto) = 5, 我 们 只 需 证 明 


EE <0 
at |, 
对 所 有 to 成 立 . 实际 上 , 我 们 只 需 证 明 
B(t1) < B(to) + O(|ts — tol”), (7.17) 


这 里 O(c?) 是 一 个 阶 数 为 2 的 误差 项 ， 上 述 不 等 式 可 以 用 Fermi 坐标 来 证 明 . 假 
BW {e1,…,em} 是 Toa (Q) 的 一 个 正 交 基 , 记 (EAD, Bm(t)} 为 {e1, ,em} 
沿 o 的 平行 移动 . 则 Fermi 坐标 由 下 列 映射 给 出 

F: Rx t,t] M^, 


m—1 


(£1, va -,&m—1, £m) me Expo(z,,) > vy Ex (s) $ 
k= 


众所周知 , Fermi 映射 在 零 截 影 处 的 导数 为 恒 等 映 射 , 即 如 果 Fe 为 的 导数 映射 
则 有 


=Id (7.18) 
对 所 有 zw 成 立 

令 R2, = Span{o' (to), vo) 是 由 o'(to) 和 vo 张 成 的 2 维 线性 子 空间 . 记 ón: 
05] — M" 是 由 c(t.) 到 pi 的 最 短 测 地 线 , 令 RZ = Span{o'(t1), 64, (0)) 是 
由 o”(t1) 和 of, (0) 张 成 的 2 维 线性 子 空间 . 根据 (7.18) 得 出 


Lat) (Re, Po (Rio)) = O(lt1 — tol”), (7.19) 


这 里 O) 表示 一 个 和 相同 阶 的 项 . 
ig v(t) = Ps (vo), y. 定义 BU) = LUH, Tp (0,0) 如 上 , 我 们 得 出 


Bolti) € Lom) (v(t1), 01) 
=m — [Lo (0 (t1), v(5)) + oq) (Pi — 0 (63))] + Olti — tol?) 
=m — [Lotto (e(t) p1) + oq) 1, 7(to))] TO( — tol?) 
<5 + Oh ~ top). 


= f(to) + O(|t1 — tol?). 
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ot s NOT Dy AP 
因此 ZE < 0 是 单调 函数 . 论断 7.21 成 立 . 


M o'(to) = Tool 时 ,是 一 条 连接 o (to) 到 6Q444,) 的 极 小 测 地 线 . 由 第 一 变 分 公 
式 得 出 , WHET, )(Qut)) 是 个 由 一 c'(t) 决 定 的 半空 间 . 因为 9. h, 所 以 全 部 切 能 
为 凸 并 且 包 含 在 某 个 半空 间 内 . 故此 时 , 论断 7.21 也 成 立 . 定理 7.19 证 完 ， 证 毕 . 
7.4.3 ”分 段 光滑 平坦 带 定理 的 证 明 


在 本 节 中 我 们 要 完成 Cheeger-Gromoll 灵魂 猜想 的 证 明 . 
定理 7.15 的 证 明 ”回忆 一 下 ,M” 的 灵魂 S 是 个 全 测 地 的 光滑 子 流 形 . 如 
果 dim(S] > 1, 则 我 们 可 以 取 一 条 具有 单位 速度 的 测 地 线 co: IR — 5 使 得 co(0) = zo 
和 lc6(0) =1. & {Vils)} 为 测 地 线 co 上 平行 向 量 场 使 得 Vi(0) = o4(0), 这 里 (05) 
是 一 条 Cheeger-Gromoll 分 段 光滑 测 地 线 . 我 们 考虑 
diz RX [0,4] ^ M”, 


(s,t) > Expoo(s) ltVi(s)]. 


我 们 的 第 一 个 目标 是 验证 下 列 结论 
论断 7.22 假设 M”, {Qu}, {pi} {£} (o5) 和 dı 如 上 所 述 . 则 下 列 结论 成 
Ma 
(1) 相对 于 测 地 线 co — S, 上 平行 移动 Pep, 法 能 N+(5,9。) 是 不 变 的 
(2) 上 面 映射 oi 是 全 测 地 的 浸入 ; 从 而 
(3) 水 平 向 量 场 289. Gs t) 是 测 地 线 + oa sn) 上 的 平行 向 量 场 
O91 4, OP1 


(4) 由 C 和 E 张 成 的 截面 曲率 
Ob, Opi — O91 0¢1\ pı O91\ _ 
KC Sr) = (T DEA s 


如 果 V{(0) = oi (0) 是 一 个 极 小 法 向 量 , 则 测 地 线段 o1: [0,45] 一 M" 是 连接 5 
和 o0, 的 最 短 测 地 线 , 用 第 二 变 分 公式 ，Cheeger-Gromoll 证 明了 论断 7.22 成 立 ， 
见 [ChG] 中 定理 1.10. 

我 们 以 前 指出 N+(S,9e) 由 极 小 法 向 量 张 成 , 所 以 根据 [ChG] 中 的 定理 1.10, 
相对 于 沿 测 地 线 co 上 的 平行 移动 , 极 小 法 向 量 经 平行 移动 后 仍然 是 极 小 法 向 量 . 因 
此 论断 7.22(1) 成 立 . 

对 于 一 个 任意 固定 的 $ € R, 我 们 考虑 一 条 相应 的 垂直 测 地 线 


ag: t > di(8,t) 
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和 cs 上 的 一 个 平行 向 量 场 (WA 这 里 我 们 要 求 W; (0) = 6 (8) = (0 
我 们 的 目标 是 证 明 
Ws(t) = L, t), (7.20) 


对 所 有 3 和 + 成 立 , 不 难看 出 论断 7.22 是 等 式 (7.20) 的 直接 推论 .( 因 为 Vay, = 0, 
我 们 要 求 Wel) 是 个 平行 向 量 场 .) 

关于 等 式 (7.20) 的 验证 需要 分 几 步 进行 . 

第 一 步 ” 令 ay 由 命题 7.16 给 出 , u(t) = —d(os(t),00,,) + ax 则 我 们 首先 证 
Hj 土 Ws(t) E T(OQ (2). 

由 定理 7.19 关于 切 锥 的 单调 性 , 我 们 注意 到 土 Ws(0) = c48) € Toso (S), 从 
而 必 有 


+W;(t) € Tt) (Rua). 


根据 Cheeger-Gromoll MY FE {Qu } ABE 58. KRIDA W: (t) € T4, (Oua). 
我 们 的 第 一 步 完 成 . 

EZ Calabi 的 承载 曲面 技巧 (barrier surface method)， 因 为 平行 向 量 场 
W(t) 相 切 超 曲面 族 {0,} 我 们 可 以 有 ds (R x [0, h) 在 cs 上 相 切 的 包 络 面 和 


V1,s: R x (0, 4] — M”, 
(s, t) =} EXp,, (t) [sWs(t)]. 


这 样 的 包 络 面 X2. = T(R x [0,5]) 和 它 的 子 集 È? = Wis((-6 8) x [0.1] 都 在 
测 地 段 os 上 是 全 测 地 . 这 可 以 从 下 面 的 等 式 看 出 


所 以 它们 第 二 基本 形式 Is (X,Y)|(0w) 二 0. 
可 惜 的 是 , 如 果 我 们 令 
Y= XE N OQu(t); 
曲线 族 {yjhelou] 不 是 一 个 等 距离 曲线 族 . 受 Calabil?* 的 工作 启发 , 对 原 有 的 距 
h(x) = dy» (x, co(IR)), 
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我 们 考虑 h 的 一 个 上 闸 函 数 (upper barrier function) 
h(a) = dse , (x,co(R)). 


4 4, — È? C)! (0, 则 单 参数 曲线 族 {3%] 变 为 一 个 等 距 曲线 族 . 在 cs(.) 上 两 个 
函数 h M A EE. 根据 Calabi 关于 广义 二 阶 导数 的 定义 , 我 们 有 


M(t) = Hess (5) (Ws (t), Ws(t)) > Hess ayn (h)(W (t), Wa(t)) = A(t). 
回忆 一 下 , 23 。 在 os(-) 上 全 测 地 , 我 们 更 有 
K(t) = Ku» (t) = (Rar (o5(t), Wa(t))o5(t), Ws(£) = Kg. (6), (7.21) 


因此 , 我 们 可 以 从 下 面 的 Riccati 方程 


| ^ ta +K()=0, (7.22) 


因此 , 我 们 得 到 
AG) = A(t) 三 0. (7.23) 


再 由 Riccati 方程 和 (7.21), 我 们 得 出 
Kyn(t) = K(t) =0. (7.24) 


众所周知 , 二 次 型 (X,Y) 一 (o3. (0), X)o' (t), Y) 是 对 称 的 . 如 截面 曲率 非 负 ， 
该 二 次 型 是 半 正 定 的 , 由 二 次 型 的 半 正 定性 质 和 (7.24) 推出 ,Ws(t) 必然 是 曲率 算 
F X > Ro; (t), X)a;(t) 的 一 个 特征 向 量 , 上 且 相 应 的 特征 值 为 零 

第 三 步 ” Jacobi 场 的 唯一 性 质 的 应 用 . 由 于 平行 向 基 场 {Ws(t)} 是 曲率 算 子 


X — Ry (os(t), X)os(t) 
HREH t ELE RAE TEE. 则 (Ws (0)) 满足 Jacobi 场 方程 


J" + R(c', J)o' = 0. 
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我 们 注意 到 (W0) Rut (P) BA Jacobi 场 且 有 相同 的 


te [0,11] 
初始 条 件 
J(0) = 40) = 725,0), 
J'(0) — 0, 


因此 两 个 向 量 场 必 相 等 , 从 而 等 式 (7.20) 成 立 , 论断 7.22 得 证 . 

下 面 我 们 用 数学 归纳 法 完成 定理 7.15 的 证 明 . 假设 下 面 论断 当 (7 - 1) 时 是 
对 的 . 

论断 A.j cia = 6)-1(8,1j-1) FI {Vi(s)} ÆW Vi (0) = o5(0) 的 沿 cj-1 
上 的 平行 向 量 场 , WIESE NF (Qu, Qu, Lue) 相对 于 平行 移动 不 变 , 而 且 


Qj: R x [0,4] ^ M”, 
(s, t) — EXp,, (5) [tV; (s)] 


是 个 全 测 地 浸入 . 

先 看 j= 2. 时 , 我 们 看 到 a(R) 必 包 含 在 某 个 Of E, 由 论断 7.22 的 证 明 得 
Hie (R) C ôu. 再 应 用 [ChG] 的 定理 7.10 和 Yim 的 结果 , S4] TN * (Qu, Ruzie) 
在 co 上 的 平行 移动 不 变 . 用 关于 论断 7.22 的 证 明 中 相同 方法 可 以 证 明 92 是 个 全 
测 地 浸入 . 

当 7 > 2 时 证 明 方法 一 样 , 从 而 论断 A.j 对 所 有 7 成 立 , 进而 Cheeger-Gromoll 
灵魂 猜想 是 正确 的 . EB. 


J 题 七 
( 含 未 解决 的 问题 ) 


1. 令 M? = S?(1) = ((zi,22,23,24) | xi +23 +03 +r? = 1} 为 R44 中 的 3 维 单位 球 
IZ, = Z/{kZ} ze k 循环 群 . 证 明 


E 


hj: RÉ-C >C, 


JST sie V-i3Xm 
(21, 22) 一 (e IUE z1,e¥ il 2) 


是 个 等 距 旋转 , 从 而 保持 M? = 53(1) 不 变 . 计算 商 空间 S°(1)/Ze = M 的 基本 群 , 这 里 Ê = 
Ihi,---,ha]- 

2. Yt (M?", g) 是 2n 维 具 有 正 截面 曲率 的 Riemann HÆ, Km» > 1. Xe: S! 一 M? 
是 一 条 光滑 闭 测 地 线 , 令 Po: Toa) (M?") > Toa (M?^) 是 沿 o 上 的 平行 移动 , 这 里 ole) 
以 e? € S! 为 参数 . 则 


- 144- 第 七 章 具有 非 负 曲率 的 流 形 
(i) 证 明 Po 是 等 距 正 交 变 换 . 


(ii) 如 果 dim(M?") = 2n 为 偶数 并 假设 MP” 可 定向 , RA 
向 量 场 . 


Hv.Lo'(1) 使 得 v 为 Po 的 等 征 


lll 


(iii) 3m M?" 可 定向 , 用 第 二 变 分 公式 证 明 mi (M?") = 1, BY M?" 的 基本 群 为 平凡 群 . 
(iv) (Synge 定理 ) 试 证 明 m (M°") 或 为 平凡 或 为 Z2 = Z/{2Z}. 

(v) 陈省身 关于 基本 和 群 的 猜想 在 偶数 维 时 成 立 吗 ? 

3. (Cheeger-Gromoll 向 量 丛 问题 ) 假设 


R? 5 M"** — $"(1) 


是 个 标准 球面 S" (1) 上 的 一 个 向 量 丛 . 问 M"** 是 否 容许 一 个 具有 非 负 截面 曲率 的 度量 ? 
4 (Hopf 猜想 ). 问 S? x 38” 是否 容许 一 个 具有 正 截面 曲率 的 Riemann BERE? 


[Cha 


[ChE 
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